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PRÉFACE À L'ÉDITION RUSSE 


Ce livre reproduit presque mot à mot les conférences faites à la 
Faculté mécano-mathématique de l'Université de Moscou à l'inten- 
tion des étudiants de première année dans le cadre d'un cours biennal 
de Géométrie. En les préparant, l’auteur a tenu compte, en plus de 
ses vues à lui, du programme d’études, des traditions de la chaire de 
géométrie supérieure et de topologie et de la n‘cessité de préparer le 
terrain pour le second semestre. Quant à l'ordre dans lequel les 
matières sont enseignées, il est également fonction des cours d’Algè- 
bre et d'Analyse, des desiderata des assistants chargés des séminaires 
et d'autres considérations d'ordre secondaire qui peuvent s'avérer 
décisives dans la pratique. (Lorsque | auteur choisissait les sujets 
de plusieurs dernières leçons, il pensait surtout à l'impossibilité de 
les consolider par des exercices. Quant à la leçon 28, il la préparait 
Sans être sûr d'avoir le temps de la lire à ses élèves car les jours fériés 
produisent un décalage dans l'horaire.) 

Le livre présente deux particularités qui méritent, à notre avis, 
une mention spéciale. La première est qu'on s'appuie dès le début 
sur les axiomes pour ne recourir aux images géométriques que dans 
des buts propédeutiques. Il n'est guère nécessaire d'expliquer pour- 
quoi, de tous les systèmes d’axiomes, on a choisi l’axiomatique 
remontant à Weyl qui repose sur la correspondance entre les couples 
de points et les vecteurs. On introduit donc plus tôt que d'habitude 
la notion d'espace vectoriel. L'expérience montre que ce sujet ne 
présente en général pas de difficulté pour les étudiants. 

La seconde particularité, qui éveille d’ailleurs des critiques, 
consiste à développer et à utiliser de façon systématique les notions 
de bivecteur et de trivecteur, ce qui permet de séparer nettement la 
partie affine de la théorie d’avec sa partie métrique et d'entrevoir 
la théorie générale des multivecteurs qui sera enseignée au second 
semestre. 

Chaque Leçon reproduit une conférence orale de deux heures, et 
il arrive donc qu'on change de sujet au milieu du chapitre. La 
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Leçon 28 réunit par contre deux variantes de la conférence terminale. 
On conçoit que les conférences de même durée ne le sont plus lors- 
qu'on les met par écrit. Le programme d’études officiel prévoit 
36 leçons, mais dans la pratique, le cours de Géométrie analytique 
se termine sur la 28ème Jecon. 


27 octobre 1977 


Mikhail Postnikov 


PRÉFACE À L'ÉDITION FRANÇAISE 


Après avoir lu mon livre, certains professeurs de mes amis m'ont 
reproché la longueur de plusieurs leçons qu'il serait physiquement 
impossible de présenter en deux heures de cours. J'ai fait valoir les 
droits de l’amitié pour leur rappeler que même s’il n’est pas novice 
dans le métier, un professeur doit préparer ses conférences et les 
minuter. Il faut trouver le rythme de chaque leçon (indiquer les 
passages à lire lentement ou à dicter et ceux où l’on accélère le 
débit) et en établir la tonalité (i.e. les instants où l’on élève ou 
baisse la voix). Un bon mot au milieu d’une leçon est une chose 
excellente pour ranimer un auditoire fatigué. Ce bon mot, on le 
polit et repolit chez soi, dans ses moindres détails, jusqu'au jeu de 
physionomie. Il va de soi que tout ce qui concerne les formules et 
les textes écrits au tableau: leur enchaînement, leur place, l'instant 
où on les efface, doit être prévu d'avance et bien s’incorporer dans 
la leçon. On verra le temps que cela permet de gagner et la quantité 
de choses qu'on peut dire ainsi de façon mesurée et circonstanciée, 
ce qui n'exclut pas les répétitions et les éclaircissements. 

Certains critiques ont désapprouvé mon attachement aux bivec- 
teurs et aux trivecteurs, dont on pourrait, disent-ils, se passer. À ce 
propos je voudrais citer les paroles d’un grand physicien (Max Planck 
sans doute) qui a dit que la condition sine qua non du triomphe des 
idées inédites (Planck avait en vue les sciences, mais de là aux 
méthodes d'enseignement il n’y a pas loin) est la disparition de la 
génération dont leurs adversaires font partie. Témoin 1 introduction, 
il y a un demi-siècle, des vecteurs dans le cours de Géométrie ana- 
lytique. Peu de gens se rappellent les débats acharnés à ce sujet. 
Les jeunes ne soupçonnent seulement pas que de papier a été noirci 
et que de coups ont été échangés pour démontrer la « nocivité » des 
vecteurs. Avec les vecteurs, disait-on, on remplace trois équations 
en coordonnées par une seule équation vectorielle, mais on perd en 
compréhension ce qu’on gagne en papier. C’est vers les années 1930 
que l’on commença à interpréter la géométrie en termes de vecteurs, 
et deux décennies furent nécessaires pour qu’on renonce, ce faisant, 
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à des si et des mais timides (la situation a changé un peu plus vite 
en physique et en mécanique). C'est maintenant au tour des bivec- 
teurs et des trivecteurs de faire leur purgatoire. 

La traduction de mon livre par les Editions de Moscou est l’occa- 
sion d'y apporter plusieurs améliorations dont la plus sérieuse con- 
siste, à mon avis, à simplifier la complexification de l’espace affine 
(leçon 19). La construction du complexifié comporte un certain 
arbitraire (ce qui m'en détourna naguère) qui s'avère d'ailleurs 
sans importance. La traduction comprend une leçon de plus que 
l'original où l'éditeur avait, pour des raisons purement techniques, 
réuni dans la leçon 28 deux variantes de la conférence terminale. 


Mikhaïl Postnikov 


LEÇON PREMIÈRE 


Objet de la géométrie analytique.— Vecteurs.— Addition des vec- 
teurs. — Multiplication d’un vecteur par un nombre.— Espaces vecto- 
riels. — Exemples. — Espaces vectoriels sur un corps quelconque. 


La géométrie analytique, qui fait l’objet de ces leçons, n’est pas 
une branche déterminée des mathématiques. C’est plutôt une dis- 
cipline (un cours) à contenu variable centré essentiellement sur la 
notion de coordonnées. La tradition veut que ce cours contienne la 
théorie des courbes de degré 1 et 2 (des droites et des sections coni- 
ques) dans le plan et la théorie plus succincte des surfaces de degré 
1 et 2 dans l’espace. Quant aux autres éléments du cours, ils varient, 
et même notablement, d’un auteur à l’autre. 

Avant d'aborder la géométrie analytique proprement dite, i.e. 
les coordonnées, nous voulons en construire une base axiomatique 
solide. En axiomatisant la géométrie élémentaire. on suit en fait 
Euclide et on prend pour notions de départ les points, les droites et 
les plans. Il est connu qu'on aboutit dans cette voie à un système 
compliqué d’une vingtaine d axiomes qui, ce qui plus est, ne trouve 
d'applications (ni globalement ni en partie) dans aucune discipline 
mathématique. 

Le concept de vecteur permet une axiomatique plus commode et 
plus simple: plus simple, car les axiomes « vectoriels » utilisent la 
théorie des nombres réels dont les axiomatiques « euclidiennes » 
reproduisent nécessairement une grande partie; plus commode, car 
ses divers éléments jouent un rôle de premier plan dans les mathéma- 
tiques modernes et on devra tôt ou tard en prendre connaissance. 
On fait donc d’une pierre plusieurs coups. 


+ + * 


‘On se représente intuitivement un vecteur comme un segment 
de droite orienté dont -on distingue l'origine et l'extrémité. Son 
sens est le sens de parcours allant de l’origine vers l'extrémité. On 


—> 
désigne par AB * un vecteur d'origine À et d'extrémité B. Le sym- 
bole graphique d’un vecteur est une flèche. 
* Partout dans le texte, les notations et les abréviations sont celles de 
l’auteur. (N.d.T.) 
\ 
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En physique, les forces, les vitesses et les accélérations sont des 
grandeurs vectorielles (ou des vecteurs). 
Deux vecteurs sont dits égaux si leurs longueurs sont égales et 


B 


A 


—} 
Vecteur AB Vecteurs égaux 


s'ils ont même direction (i.e. ils ont pour supports des droites paral- 
lèles) et’même sens. Soulignons que nous supposons partout dans ce 
livre que deux droites confondues sont parallèles. 

+5: 


Il est connu en mécanique que deux forces agissant sur un point 
matériel équivalent à une troisième force définie par la règle du 


B C 
> 


O r A 


Addition de deux vecteurs 


parallélogramme bien connue. On appelle donc somme de deux vec- 


—> — — 
teurs a = OA et b = OB, et on note a+b, le vecteur OC diagonale 
du parallélogramme construit sur a et b. 


—} 

Comme b = AC, la somme est définie par la formule simple 
— — — 
OA+ AC=0OC. 


(On dit des fois que cette formule traduit la « règle du triangle ».) 
L’addition des vecteurs est associative, i.e. 


(1) a + +c) = (a +b) +c 


—> — — 
pour a, b et c quelconques. En effet, si a — OA, b = AB, ce = BC, 
on a 


—> —> — 
a+ (b+c)=04+ AC =0OC 
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et 


— —> — 
(a + b) +c = OB + BC = OC. 


Aussi on omet les parenthèses dans la somme de plusieurs vecteurs: 
le symbole a +b +c a une valeur unique. 
L'opération d’addition des vecteurs est commutative, ji.e. 


(2) a +<b=b+a 


— — —> 
pour tout a et tout b. En effet, si a = 04,b — OB et a +b — OC, 
—} 
alors a — BC, donc 
—> — — 
b + a — OB + BC = OC. 


—> 
Un vecteur AB tel que À = B est appelé vecteur nul. Il ne dépend 


Associativité de l'addition Commutativité de l'addition 
de deux vecteurs de deux vecteurs 


pas de l’origine et se note 0. La longueur du vecteur nul est par défi- 
nition = 0. Le vecteur nul n’a pas de sens (on peut également dire 
qu'il a tout sens qu'on veut). 
La formule 

— — —> 

AA + AB = AB 
montre que le vecteur 0 est élément neutre pour l'addition, i.e. 
qu'on a pour tout a 


(3) 0 + a = a. 


—> — 
Etant donné un vecteur a — AB, on obtient un vecteur B4À, 
noté —a, en inversant le sens de parcours du support. 
La formule 


—> —> —> 
AB + BA — AA 
montre que —a est l'opposé de a pour l'addition, i.e. 
(4) a + (—a) = 0 
quel que soit le vecteur a. 
201070 
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On appelle produit d’un vecteur a par un nombre (réel) k, et on 
note £a, un vecteur dont la longueur est égale à celle multipliée 
par | À | de a, qui a même direction que a et même sens ou le sens 


72 


Multiplication d’un vecteur par un nombre 


contraire selon que 4 > 0 ou 4 << 0. Cette définition n'exclut pas les 
cas a = 0 ou À = 0. Les deux fois, on a ka = (. 

Il y a une certaine compatibilité entre la définition du produit 
d'un verteur par un nombre et celle de la somme des vecteurs, à 


savoir 
na=a+... +a 
ml 
n fois 


| / 
pour tout entier naturel n. Il est clair que 


(—1) a = —a. 
On vérifie sans peine les égalites 
() (& +l)a = ka + la 
et 
(6) (kl) a = k (la) 


pour k, L quelconques et tout vecteur a (la démonstration se ramène 
à énumérer toutes les combinaisons possibles des signes affectant 
k et L pour chacune desquelles l'affirmation est évidente). 

Le fait que dans toute homothétie (et toute symétrie centrale) 
un parallélogramme change en un parallélogramme, entraîne de 
suite 


(7) k (a +b) = ka + kb 

pour tout nombre Æ et a et b arbitraires. 
Enfin, on a l'égalité évidente 

(8) la = a, 

avec a quelconque. 


Après avoir établi ces faits susceptibles d’une interprétation 
géométrique sensible, on les considère comme axiomes. Dans ces 
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LD 
2 


axiomes (propositions 1° à 8° ci-dessous), le symbole *< désigne 
l'ensemble R de tous les nombres réels (on en montrera la raison 
plus loin). 

Définition 1. Soit 7’ un ensemble dont les éléments seront 
appelés vecteurs (bien qu'ils puissent être de nature quelconque). On 
suppose qu’on fait correspondre d’une certaine manière à tout 
a € 7° et à tout b € 7° un troisième vecteur noté a +b qui en est 
la somme. On suppose de plus qu’on fait correspondre d’une certaine 
manière à tout nombre kÆ € K et à tout vecteur a € 7° un vecteur 
ka qui est le produit de a par k. Si ces opérations présentent les 
propriétés (1) à (8) ci-dessus, i.e. si 
a + (b +—c) = (a +b) +c pour a, b, c arbitraires de Ÿ°; 
a +b —b +a quels que soient a, bE 7'; 
3° il existe un vecteur 0€ 7° tel que 0 + a = a pour tout 


ee) 


pour tout a € 7° on trouve un —a € 7” tel que a + (—a) = 0; 
D (4 +1) a = ka + la pour tout Æ et tout ! de Ket a € 7 
quelconque ; 

6° (kl) a — k (la), avec k, L quelconques de * et tout a € 7; 

7 k(a + b) — ka +- kb pour tout nombre AE K et a, bE 7” 
arbitraires ; 

8° 1a — a pour tout vecteur a € 7, 
l'ensemble 7° constitue un espace vectoriel. 

Quand # — + , le vecteur ka se note =. 

On souligne que la définition { n impose pas de restriction à la 
nature des éléments de l’ensemble 7° ni à la réalisation des opéra- 
tions (a, b) —> a + b (addition) et (k, a) —> ka (multiplication par 
un nombre), si bien qu'il y a quantité d'espaces vectoriels. 


+ X + 
Exemples. 


1) Même quand on ne dispose que des vecteurs ayant une inter- 
prétation géométrique sensible (segments orientés) que nous avons 
examinés au début de la leçon, on construit plusieurs espaces vecto- 
riels 7‘ distincts selon qu’on prend tous les vecteurs de l'espace, les 
seuls vecteurs du plan ou les vecteurs sur la droite. 

2) L'espace vectoriel le plus simple est l’espace réduit au vecteur 
nul. (On le note {0}, mais nous le désignerons, pour simplifier les 
notations, par le même symbole 0 que le vecteur nul, son élément 
unique. Il suffit d'être quelque peu attentif pour que cela n’entraîne 
aucune ambiguïté.) 

3) Soient X un ensemble quelconque et .7 (X) l'ensemble de 
toutes les fonctions (à valeurs réelles) définies sur À. On définit 
de façon usuelle (« par les valeurs ») la somme f + g de deux fonctions 
f, get le produit kf d'une fonction f par un nombre k, i.e. on a les 


J*+ 
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formules | 
o) U+g a) =f(4) +g(@), rex, 
(&f) @&) = k EF (x)), z EX, 


et on vérifie sans peine que tous les axiomes 1° à 8° sont justes. Cela 
signifie que l’ensemble F(X) est un espace vectoriel pour les opé- 
rations (9). 

Ainsi, les « vecteurs » de cet exemple sont des fonctions. 

4) Lorsque X = R (ou sous l'hypothèse plus générale de X une 
partie arbitraire de la droite numérique R), on peut parler de I en- 
semble € (X) de toutes les fonctions continues définies sur À. 
On démontre en analyse que la somme f + g de deux fonctions con- 
tinues et le produit kf d’une fonction continue par un nombre sont 
des fonctions continues. Aussi l'ensemble € (X) des fonctions con- 
tinues constitue un espace vectoriel (pour les opérations (9)). On se 
passe de vérifier les axiomes 1° à 8° parce que € (X)  F(X). 

On cite comme exemples d'espaces vectoriels l’ensemble des 
fonctions admettant des dérivées (jusqu’à un ordre donné), l’ensem- 
ble des fonctions vérifiant la condition de Lipschitz et de nombreuses 
autres classes de fonctions qu’on étudie en analyse mathématique. 

On comprend désormais pourquoi la notion d'espace vectoriel a, 
en théorie moderne des fonctions, un rôle si important, plus impor- 
tant peut-être qu’en géométrie. [l va de soi que les espaces vectoriels 
de fonctions ne sont pas de notre ressort. Ils font l’objet de l'analyse 
fonctionnelle dont les fondements sont inclus, à l'Université de 
Moscou, dans le cours « Analyse III ». 

5) L'ensemble des polynômes (à une indéterminée) forment un 
espace vectoriel. 

Il en est également de l’ensemble des polynômes dont le degré 
est égal au plus à un nombre x donné. (Ainsi, il y a autant d'espaces 
vectoriels que de r donnés.) 

Les espaces vectoriels constituent donc un élément de premier 
ordre de l'algèbre. 

6) Soit nr un entier naturel quelconque. Considérons l’ensemble 
R" de toutes les suites à 7 nombres réels (a;, . . ., a,). On définit les 
opérations vectorielles au moyen des composantes : 

(a, ..., an) + (b,, ..., b,) = (a +b,, ..., an + 0h), 
k (a, ..., a,) = (ka,;, ..., ka), 
et on structure ainsi R”" en espace vectoriel. 

Nous prions le lecteur de ne pas oublier l’espace vectoriel R” 
qui devra jouer un rôle important dans l'exposé. 

Remarque 1 (à lire quand on se familiarisera avec les notions de 
corps et d'anneau introduites par le cours d’Algèbre). La définition 1 
n'utilise pas la propriété pour K d’être l’ensemble (le corps) des 
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nombres réels. Le fait d’assimiler K à un corps quelconque (de carac- 
téristique finie même) ne change rien dans la formulation. On dé- 
finit donc un espace vectoriel sur un corps *. Si K = R, nous retrou- 
vons les espaces vectoriels cités. 

On estimera, pour fixer les idées (et en vue des applications géo- 
métriques), que X = R encore que toute la théorie développée s'ap- 
plique (sauf mention du contraire) à X quelconque. 

A vrai dire, la définition 1 a un sens même pour * qui est un 
anneau (unitaire) parce que les axiomes 1° à 8° ne parlent pas de la 
division. Dans ce cas, la définition 1 introduit un module (sur l'an- 
neau K). La théorie des modules est sensiblement plus compliquée 
que celle des espaces vectoriels (à cause de l'opération de division), 
et nous ne nous en occuperons pas. 

Remarque 2. Les axiomes 1° à 4° signifient que l’espace vectoriel 7° 
est un groupe abélien (ou commutatif) pour l'addition, tandis que 
les axiomes restants traduisent la propriété que le corps (resp. an- 
neau) K est un corps (resp. anneau) des opérateurs de ce groupe. Ainsi, 
les espaces vectoriels (resp. modules) sur *X sont des groupes abéliens 
(notés additivement) sur le corps (resp. anneau) K des opérateurs. 
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Conséquences'simples des axiomes des espaces vectoriels. — Associa- 
tivité de l'addition des vecteurs. — Notion de famille. 


En théorie des espaces vectoriels, l'intuition géométrique est un 
outil inappréciable dont on devra se servir couramment dans l'in- 
terprétation géométrique des résultats et dans l'édification des théo- 
rèmes. On la bannira cependant de la démonstration qui s’appuiera 
uniquement sur les axiomes 1° à 8°. Avant de passer à des notions et 
des constructions importantes qui présentent un grand intérêt, on 
se voit donc obligé d'établir plusieurs conséquences « évidentes » 
du point de vue géométrique desdits axiomes. 


*X + + 


Soit 7° un espace vectoriel quelconque. 

1) L'axiome 3° dit qu’il existe dans 7‘ un vecteur nul sans pré- 
ciser s’il est unique ou non. Il se trouve que 0 est unique, i.e. si 0, et 
0, sont deux vecteurs de 7” tels que 


0, +a—=a et 0 +Ta—=a 


pour tout a € 7', alors 0, — 0.. En effet, on pose a = 0, dans 
0, +a—=aetona0, +0, = 0,. D'autre part, si l’on pose a — 0, 
dans 0, + a = a, on obtient 0, +0, = 0,, i.e. 0, = 0. OO 

2) Bien que l’axiome 4° ne dise rien de l’unicité du vecteur opposé 
— a, ce vecteur est unique, i.e. Si 


a +b—=0 et a +c = 0, 
alors b — c. En effet, 
b—0+b={(a+e) +b= (a +b) +e—=0+c—c 0 
3) Pour tout a et tout b de 7”, l'équation 
a +x—=b 


admet une solution unique x — b + (—a). En effet, si a + x = b, 
alors 


x= (a +x) +(—a) =b + (—a) 
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et, d'autre part, 
a + (b + (—a)) = (a + (—a)) +b =0 +b=b. D 


Nous écrirons b — a au lieu de b + (—a). 


4) Le produit d’un segment orienté a par 0 est évidemment le 
vecteur nul: 


Oa = 0. 


Le résultat subsiste pour les éléments a d’un espace vectoriel arbi- 
traire. En effet, 
Oa = (0 +0) a = Oa + Oa, 
donc 
Oa = 0a— 0a = 0. O 
9) De même, 
kO = 0 

pour tout kÀ E K. En effet, 


k0 = k (0 + 0) = 40 + 40, 
k0 =40—40—0. DO 


donc 


6) La formule 
(—1) a = —a 
est valable dans tout espace vectoriel. En effet, 
a + (—1) a = Â1a + (—1) a = (1 — 1) a = Oa = 0, 


d’où, par suite de l'unicité du vecteur opposé, (—1) a = —a. © 

Chose curieuse, l’axiome 2° de la commutativité de l'addition 
découle des autres axiomes et de l’unicité du vecteur opposé. En 
effet, l'affirmation 6) démontrée moyennant la seule unicité du 
vecteur opposé entraine 


(a +b) — (b + a) = a +b + (—1) D + a) = 
= a +(b—b)—-a—a—a = 0, 
donc 
b + a = a +b. 


7) L'axiome 1° énonce l’associativité de l'addition de trois vec- 
teurs. Il se trouve qu’il en est de même de la somme de n termes. La 
démonstration du fait n'étant pas tout à fait triviale (contrairement 
aux résultats précédents) s'effectue à l’aide de plusieurs notions 


complémentaires. 
*X * + 


. Lorsque le nombre de termes à additionner est », on fait, pour 
tout système de parenthèses, n — 1 sommes, la dernière opération 


24 LEÇON 2 


s'étendant sur 2 termes et deux seulement. Cela signifie que pour r 
termes a,,..., a, et tout système de parenthèses il existe un indice #, 
2<k<L n, défini de façon unique tel que la somme associée à ce 
système de parenthèses s’écrive 


a + b, 


a étant la somme des a,, ..., a,_, (correspondant à un certain 
système de parenthèses) et b la somme des a,, . .., a, (correspon- 
dant elle aussi à un système de parenthèses). Quand # = 2, la somme 
a se réduit à un terme unique, à savoir a,, et elle est a, + a, pour 
k — 3. De mème, la somme Bb se réduit pour À = nr au terme a, 
et pour À = n — 1 à a,_, + a. 

Nous dirons de l'indice Æ que c’est le rang du système de paren- 
thèses considéré (ou de la somme correspondante). 

On définit par récurrence la somme de n > 3 termes à système 
de parenthèses normal (ou encore la somme normale). Cette somme est 
de la forme (a, + a.) + a, pour n = 3. 

Supposons connue la somme normale de 7 — 1 termes. La somme 
normale de nr termes a,,..., a, est alors a + a,, a étant la somme 
normale de nr — 1 termes a,,..., a,_,. 

Ainsi, la somme normale de x termes s’écrit 


((... (a+ a2) + as)... + a). 


n—2 
parenthèses 


Il suffit visiblement de démontrer que la somme de n > 3 termes 
munie d'un système de parenthèses arbitraire est égale à la somme des 
mêmes termes à système de parenthèses normal. 

On raisonne par récurrence sur n. 

Si r —= 3, l'affirmation se ramène à l’axiome 1°. 

Supposons avoir démontré que toute somme de r — 1 termes 
au plus est égale à leur somme normale. Soit une somme quelconque 
de r termes a,, . . ., a, et soit Æ son rang. Si 4 <<n, la somme s'écrit 
a + b, avec b la somme d’au moins deux (et d'au plus rz — 1) 
termes az, ..., &,. La somme b est indépendante, par hypothèse 
de récurrence, du système de parenthèses, si bien que le résultat 
n'est pas changé quelle que soit la disposition des parenthèses 
(l'hypothèse de récurrence est impossible pour #4 = nr — 1, mais 
cela est sans importance car dans ce cas les parenthèses sont absentes 
de la somme b). 

En particulier, on estime que 


b = a, +c, 


€ étant une somme de a,+1, . . ., 8, (qui se réduit à a, pour 4 = 
= n — 1), le système de parenthèses étant absolument arbitraire. 
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En vertu de l’axiome f{°, 
a +b= a +(ax +c) = (a +a) +e, 


la somme à droite étant de rang k + {. 

Ainsi, on augmente le rang d'un pas à l’autre pour aboutir à 
une somme de rang n, i.e. a’ + a,, avec a” une somme de nr — 1 
termes qui est égale par hypothèse de récurrence à la somme normale 
a”, auquel cas la somme donnée est elle aussi égale à la somme nor- 
male a” + a,. 

L'affirmation démontrée permet d'écrire la somme d'un nombre 
quelconque de termes sans avoir recours aux parenthèses. 

+ *X *% 


Nous nous occuperons dans la leçon suivante de notions et de 
théorèmes plus significatifs qui admettent une interprétation géo- 
métrique non triviale. Nous utiliserons entre autres la notion géné- 
rale de famille d'éléments. Rappelons donc cette notion qu'on con- 
fond malheureusement si souvent avec la notion de partie. 

Soit À un ensemble quelconque. On appelle famille (ou suite) de 
n éléments de X une application 


(1) [,...,nl— X 


de l’ensemble [1, ..., rl de r premiers entiers naturels dans ÀX. 

L'image de i, 1<i<n, dans cette application est d'ordinaire 
désignée par z; (on dit que c'est le terme d'indice i de la famille), et 
toute la famille se note (x,, xz,, . . ., x,) ou encore x;, z+, . . ., Zn. 

Si (1) est une injection, i.e. si zx; # zx; pour i # j, on l'appelle 
famille sans répétitions. Elle définit une partie de n éléments 
Lis Tes - + - In de À dont on dit qu'elle est associée à la famille (elle 
n'est rien autre que l’image de l'application (1)). On dit également 
que la famille donnée est indexée par cette partie. 

À toute partie de nr éléments il correspond évidemment n! famil- 
les d'éléments distincts deux à deux qui se déduisent les unes des 
autres par un réarrangement. 

On rappelle enfin qu'une sous-famille de la famille (x,, ..., x,) 
est une famille quelconque de la forme (x,,,..., x, ), où 1 < à << 


ee. Lim LA. 
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Dépendance linéaire. Indépendance linéaire. — Ensembles libres. — 
Propriétés élémentaires. — Théorème de dépendance linéaire. 


Soient 7’ un espace vectoriel quelconque et a,, . .., a, une famille 
de ses éléments. 

Définition 1. On appelle combinaison linéaire à coefficients k,, . .. 
..... Km des vecteurs à, . . ., a, le vecteur 


(1) kiay +... +kmam. 


‘On dit également que le vecteur (1) s'exprime linéairement en fonc- 
tion des vecteurs a,, ..., a. 

Il est clair que le vecteur nul 0 est combinaison linéaire des 
vecteurs 4,,..., a, quelconques (il suffit de poser À, = 0, k, = 0,... 
RE ka = ()). 

Définition 2. La combinaison linéaire (1) est dite non triviale 
si au moins un des coefficients #,. . .., k,, est 0. Elle est triviale 
dans le cas contraire. 

Une combinaison linéaire triviale d une famille quelconque de 
vecteurs vaut évidemment 0 (c'est le vecteur nul). 


Définition 3. La famille a,, . .., a, est liée s’il existe une com- 
binaison linéaire non triviale —0 des vecteurs a,. . .., a, i.e. s’il 
existe des nombres k,, . .., À, non tous nuls tels que 


kiai +... +Ahmam = 0. 


Dans le cas contraire, la famille a,, . .., a, est libre. 

On évite l'examen fastidieux des cas particuliers par adjonction 
à la classe des familles libres de la famille vide de vecteurs (m = 0). 
Ainsi, la famille vide est libre par définition. Cette définition a beau 
être un peu paradoxale, elle est parfaitement cohérente avec 
toutes les assertions relatives aux familles non vides. 


+ + + 


Il est clair que toute famille avec répétitions est liée. En effet, soit 
a, = a. On a 


fa, + (—1) a, +Oa, +... +0a, = 0, 


<t deux coefficients de cette combinaison linéaire sont non nuls. [ 
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Soient a,,..., a, une famille quelconque où chaque terme figure 
une seule fois et a;, ..., a, une famille obtenue de celle-ci par un 
certain réarrangement (de sorte que l’ensemble de vecteurs reste le 
même). Chose évidente, pour que a,, ..., a soit liée, il faut et il 
suffit qu'il en soit ainsi de a,, . .., a». Cela garantit le caractère 
correct de la 

Définition 4. Une partie finie de l'espace vectoriel 7° est Liée 
(resp. libre) si au moins une (donc chaque) numérotation de ses 
éléments fournit une famille liée (resp. libre). 

Il est déjà connu qu’un ensemble vide est libre. Pour ce qui est 
d’une partie à un élément (un vecteur a), elle est Libre si et seulement 
si a 0. En effet, si ka = 0, k = 0, alors a = k-! (ka) — k-10 — O0, 
et si a = 0, on a par exemple 1a = 0. Q 

k + * 


Ci-dessous plusieurs propriétés simples mais utiles des notions 
introduites. 

1) Si un vecteur a s'exprime linéairement au moyen des vecteurs 
a,, .- . .. a» et si chaque vecteur a,, . .., a, est combinaison linéaire 
des vecteurs b,, . . ., b,. alors a est combinaison linéaire desb,, . . .,b,. 

La démonstration est immédiate. ( 

On a donc la transitivité. 

2) Une famille (un ensemble) de vecteurs possédant une sous-famille 
(une partie) liée est liée. 

I! suffit de compléter la combinaison linéaire non triviale = 
de vecteurs de la sous-famille par les vecteurs restants précédés de 0 
de la famille. O 

La propriété citée justifie la définition suivante qui présente 
parfois un intérêt. 

Définition 5. Un ensemble infini de vecteurs est dit lié s'il 
contient une partie finie liée. Un ensemble infini de vecteurs est dit 
libre s'il en est de même de sa partie finie quelconque. 

3) Une famille (un ensemble) de vecteurs renfermant le vecteur nul 
est liée. 

En effet, pour obtenir la combinaison linéaire non triviale = Ü, 
il suffit de munir le vecteur nul du coefficient 1 et tous les autres 
vecteurs de U. On peut également s'appuyer sur l'affirmation 2) 
parce que le vecteur nül constitue une famille liée. O 

4) Une famille (un ensemble) de vecteurs est liée si et seulement si 
au moins un des vecteurs de la famille (de l'ensemble) s'exprime linéaire- 
ment en fonction des autres. 

En effet, si 


Kia + hoas +... + kmam = 0, 
avec p-ex. #, £ 0, alors 
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Inversement, si 
a, — la, +... + inâm: 


(—1) à + ha, +... +lya, = 0, 


on à 


où —1 # 0. 
S'agissant des familles (non des ensembles) de vecteurs, on a un 
résultat plus précis, à savoir: 


9) La famille a,, ..., a, est liée si et seulement si un vecteur a;, 
1<Li<m, de la famille est combinaison linéaire des vecteurs a,, ... 

. Ai-je 

Démonstration. Si a;, 1<i<m, s'exprime linéairement en 
fonction des a,, . .., a;_, (on a convenu plus haut que a, = 0 pour 
i = 1), alors la famille a,, . . ., a, est liée (affirmation 4)), si bien 
qu'il en est de même de la famille a,, . .., a, (affirmation 2)). 

Inversement, soit a,, ..., a, une famille liée. Il existe i, 1 < 
< im, suffisamment petit pour que la famille a,, . .., a; sôit 


liée (i = 1 si et seulement si a, = 0). Soit 
k;a; ses + k;a; = 0 
combinaison linéaire non triviale = 0 des a,, . .., a;. Il est clair 


que À. # 0, sinon la famille a,, . .., a,_, est liée: contradiction 
avec l'hypothèse. Aussi on divise par k;etona 


a,-(—+) AT ess +(—<2) a. 0 


6) La famille a,,..., a,, est libre si et seulement si la représentation 
d'un vecteur quelconque sous la forme d'une combinaison linéaire des 
4j, - + -<» Am St unique. 

Supposons, en effet, qu'un vecteur a s'exprime sous deux formes 
différentes 


a — k,a, + CC + Kmâm 

a = La, +... +l,an. 
avec k; Æ l; pour au moins un i = 1,..., m. Faisons la différence, 
il vient la combinaison linéaire non triviale 


(1 — h) a + - -. + (fn — ln) an = 0 
des vecteurs a,, -.., ah. 
Inversement, soit la combinaison linéaire non triviale 


Ma +... +Amâm = 0. 


a = ka, +... +Âmam: 


qui s'exprime linéairement au moyen des a,, ..., an, s'écrit égale- 
ment 


Tout vecteur 


a = (ki +) à +... + (Em +Âm) am. D 
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Les propriétés énumérées sont plus ou moins banales. Il en va 
tout autrement de la propriété que nous allons décrire, si bien que 
nous la mettrons sous la forme d’un théorème. 

Théorème 1 (dépendance linéaire). On suppose que chaque vecteur 
de la famille 


(2) A): 4 

est combinaison linéaire des vecteurs 

(3) b,, :..,b;. 

Sim > n, alors la famille a,, ..., a, est liée. 


Nous aurons besoin, pour démontrer le théorème, du 
Lemme. Hypothèse du théorème 1. On suppose en outre que la famille 


(2) est libre. Alors il existe pour tout s = 0, ..., n une famille de 
vecteurs 

(4) cts), ..., cs) 

telle que 


a) chaque vecteur de la famille (2) s'exprime linéairement en fonction 
des vecteurs (à); 

b) les s premiers vecteurs de la famille (4) coincident avec les s pre- 
miers vecteurs de la famille (2): 


c{s) — A1; CERN ZX) c(s) = As. 


Procédons par récurrence sur s. Le lemme est trivial pour s = 0 
{on identifie (4) à (3)). Supposons le lemme démontré pour s et 
abordons le cas s + 1. Soit la famille 


(5) As+4, CE), ..., C0), 


Elle est liée car a,+, est combinaison linéaire des vecteurs c°”, . .. 

., Cr. Selon la propriété 5), il existe donc un vecteur de la famille 
(5) qui est une expression linéaire des vecteurs précédents. Cela ne 
peut être a,+4, qui est 0 (la famille (2) est libre par hypothèse). 
Si i<s, alors a; — ci” est combinaison linéaire des a,+,, a, ... 
++. Air, et la famille (2) est liée, ce qui contredit l'hypothèse. 
Aussi i > s. Il existe donc un nombre à pour lequel ci” s'exprime 
linéairement par a,+1, Ci", . . ., Ci21. 

Extrayons de la famille (5) le vecteur c!*”. On obtient une famille 
de 7 vecteurs qui possède évidemment la propriété d'être combinai- 
son linéaire de tout vecteur de (4), donc (propriété 1)) de chaque 
vecteur de (2). Ainsi, la famille concernée vérifie la condition a). 

Elle la vérifie toujours si l’on met le vecteur a,+, à la s + 1-ième 
place. La famille satisfait alors à la condition b) relativement au 
nombre s + {. Le lemme se trouve démontré. [] 

Démonstration du théorème 1. Supposons le théorème faux, i.e. 
qu'avec ses hypothèses la famille (2) est libre. Cette famille vérifie 


(#8) 
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alors le lemme démontré. Or, le lemme dit pour s = x que tout 
vecteur de la famille (2), en particulier a,, s'exprime de manière 
linéaire par les vecteurs ce!" = a, ..., cn  — a,. Etant donné 


m > n, cela signifie que la famille (1) est liée. Cette contradiction 
démontre le théorème. [ 

Une autre démonstration du théorème 1. Tout cours d'Algèbre 
enseigne qu’un système d'équations linéaires homogènes déficient 
(dont le nombre d’inconnues est plus grand que celui des équations) 
admet nécessairement une solution non nulle. Le théorème 1 en 
découle quasi automatiquement. En effet, il existe par hypothèse 
des nombres 


ki CRE ZE | Kins 
ke. CRC ZX | | SR 
e 


LATE ._. Ka 
tels que 


1 = Au +... + hinbh, 
de = Fab +... + Æonbn, 
m — k mb + .. + Kmnbn: 
Soit le système d'équations 
hui + haute He. + Kmitm = 0, 
RinT1 ES KonTo He. + ÉmnIm = 0. 
Comme m > n par hypothèse, on trouve aux termes du théorème 


algébrique mentionné des nombres z,°, x”, ..., 2m non tous nuls 
qui vérifient ces équations. Dans ce cas 


Tia; + rs a+ ... +inam— 
= 2 (kb +... + kinbn) +2 (kabi+ ... + kb) + 
+ Tm (Koh + 2. + Kmnbn) = 
= (hr + kr +. Lkur®)b+ . 
(Fins + konte + ce + Kkmntin) bn _b,+ | + Ob, — 0, 


donc la famille a,, ..., a, est liée. [ 
Ici c'est l'algèbre qui s’est chargée du gros de la démonstration. 


LEÇON #4 


Vecteurs colinéaires. — Vecteurs coplanaires. — Interprétation géo- 
métrique de la colinéarité et de la coplanarité.— Familles généra- 
trices de vecteurs. Bases. Dimension.— Axiome de la dimension.— 
Critère de base.— Coordonnées d’un vecteur.— Coordonnées de 
la somme de vecteurs et du produit d’un vecteur par un nombre. 


Nous venons d'établir qu’un ensemble à un vecteur est libre si 
et seulement si son élément est 0. Voyons ce ‘qu'il en est des 
ensembles à 2 et 3 éléments. 

+ + # 


Définition 1. Deux vecteurs sont colinéaires s'ils constituent un 
ensemble lié. 

Soient a et b deux vecteurs colinéaires. Il existe par hypothèse 
des nombres k et ! non simultanément nuls tels que 


ka + Ib = 0. 
Si 4 = 0, alors a = hb, oùh=——, et sil 0, on a b = ha, 


h — —+. Il est clair qu’inversement a et b sont colinéaires si 


a = hb ou b = ha. 

Définition 2. On dit que deux vecteurs a et b sont proportionnels 
s’il existe un nombre tel que b = ha. 

Ainsi, deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si au moins 
l'un d'eux est proportionnel à l'autre. GC 

On n’oubliera pas que si a et b sont non nuls et l’un de ces vecteurs 
est proportionnel à l’autre, alors ce dernier est proportionnel au 
premier. La restriction « au moins l’un d'eux » se rapporte donc au 
cas éventuel d’un, et un seul, vecteur nul. 


$ + © 


Définition 3. Trois vecteurs a, b, c sont coplanaires s'ils forment 
un ensemble lié. 

Selon la théorie générale (propriété 4) de la leçon 3), les vecteurs 
a, b, ec sont coplanaires si et seulement si l’un d'eux est combinaison 
linéaire des deux autres, et s’il n’existe pas parmi a, b, c de vecteurs 
colinéaires deux à deux, chacun s'exprime linéairement en fonction 
des autres. Dans le cas de a et b colinéaires et c quelconque, ils 
sont coplanaires tous les trois. 

+ x * 
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Géométriquement, la colinéarité signifie évidemment que les 
deux vecteurs sont parallèles à une même droite ou (ce qui revient 
au même) sont portés par une même droite. Comment interpréter la 
coplanarité ? 


— — 
Soient a — OA et b — OB deux vecteurs non colinéaires. Les 
trois points O, À, B définissent un seul plan. Ce plan contient a, b, 


B 


Vecteurs colinéaires Vecteurs coplanaires 


donc tout vecteur ç de la forme ka + {b. Ainsi, étant donnés a, b, c 
coplanaires, ils sont tous dans un plan (ou encore lui sont parallèles). 
On a évidemment ce résultat pour a, b colinéaires. 


— — — 
Inversement, soient a — OA, b = OB, c = OC situés dans un 
même plan. On démontre la coplanarité. Le cas est trivial pour 
— —> 
a, b colinéaires, si bien qu’on suppose a = 04, b — OB non coliné- 
aires, ce qui définit le plan OAB. Par hypothèse, le point C est dans 
ce plan. La droite passant par C parallèlement à la droite OB coupe la 
droite OA en un point (unique) C,. Par définition de la somme de 
deux vecteurs, 


—> — —> 
OC =OC,+C;C. 
— —> 
Le vecteur OC, étant parallèle à OA = a lui est proportionnel, donc 


— —> 
OC, = ka. De même, C,C = lb. Ainsi, 


c = ka + lb, 
i.e. a, b, c sont coplanaires. 
C 
B 
B D 
A 
A 
O A 0 
a) b) c) 


Vecteurs linéairement HRSPERAnIS a) dans l’espace, b) dans le plan, c) sur 
a droite 
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Soient O, À, B, | C quatre | points dans des plans différents. On a 


déjà vu que a — O4, b — 0B, C = OC sont alors linéairement indé- 
pendants. Ainsi, il existe dans l’espace des triplets libres de vecteurs. 

De même, il existe, dans le plan, des couples de vecteurs linéaire- 
ment indépendants (il suffit de prendre O, 4, B non alignés) et, sur la 
droite, des ensembles libres à un seul vecteur (il suffit de prendre 
deux points O, À distincts quelconques). 

D'autre part, tout couple de vecteurs sur la droite et tout triplet 
vectoriel dans le plan sont liés, ainsi que tout ensemble de 4 vecteurs 
dans l’espace. 

En effet, il suffit de considérer le cas de 


—> —> — — 
a—=0A, b=—OB, c=0C, d=OD, 


avec a, b, c non coplanaires, i.e. les points O, À, B, C ne sont pas 
dans un même plan (donc ©, 4, B sont non alignés). La droite pas- 
sant par D parallèlement à OC coupe le plan OUAB en un point D, 


- D 
B 

0 D 

4 


Quatre vecteurs dans l’espace 


—> 
(bien défini). Comme a, b, OD, sont coplanaires et a, b ne sont pas 
—> 


colinéaires, le vecteur OD, est combinaison linéaire de a et b. Comme 


—> — — 
OD=—OD, + D,D 
— — 
et D,D est proportionnel par construction à e = OC, le vecteur 
— 


d — OD s'exprime linéairement en fonction de a,bet c 

Pour donner une certaine unité aux résultats obtenus, nous posons 
n — 3 pour la géométrie dans l’espace et nr = 2 pour la géométrie 
dans le plan. On a les affirmations suivantes: 

1. Toute famille de m vecteurs, m > n, est liée. 

2. TT existe des farrilles libres de n vecteurs. 


3—01070 
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S'agissant des vecteurs sur la droite, ces affirmations jouent pour 
n = {. 
+ + + 


Les affirmations 1 et 2 ne découlent pas des axiomes 1° à 8° des 
espaces vectoriels. Quand on axiomatise la géométrie, ou bien on 
les accepte donc pour axiomes, ou bien on introduit un axiome qui 
sert à les démontrer. 

Avant de formuler cet axiome on introduit la 

Définition 4. Une famille a,, ..., a, de vecteurs d'un espace 
vectoriel 7° est génératrice si tout vecteur de 7’ est combinaison 
linéaire des a,, . .., ah. 

On établit facilement que dans une famille génératrice liée on 
extrait un vecleur de sorte que les vecteurs restants constituent une 
famille génératrice. 

En effet, si la famille a,, . .., a,, est liée, au moins un de ses 
éléments s exprime linéairement par les autres. Soit, pour fixer les 
idées, a, ce vecteur. Chacun des vecteurs de la famille a,,..., a, 
est combinaison linéaire des a,, ..., a,_,, si bien qu'il en est de 
même de tout vecteur combinaison linéaire des a,,..., a, (par suite 
de la transitivité; voir propriété 1) de la leçon 3). Si la famille 
a,...., a, est génératrice, la famille a,, . .., a, _, jouit donc de la 
même propriété. [ 

Définition 5. On dit qu un espace vecturiel 7° est de dimension 
finie s’il existe une famille génératrice (finie) de vecteurs de 7. 

Comme on vient de voir, dans tout espace vectoriel 7° de dimension 
finie il existe des familles libres génératrices de vecteurs. En effet, une 
telle famille s'obtient en éliminant un nombre voulu de vecteurs d'une 
famille génératrice arbitraire tout en veillant à conserver sa pro- 
priété d'être génératrice. 

Définition 6. On appelle base d'un espace vectoriel 7° toute 
famille libre et génératrice de vecteurs de 7 :. 

Par définition, c’est justement une famille de vecteurs (et non 
un ensemble de vecteurs) qui constitue une base. D'autre part, toute 
permutation des vecteurs d'une base conserve les propriétés d'être 
génératrice et libre, si bien qu on obtient toujours une base. 

Soient e,, ..., e, une base et a,, . .., a, une famille quelconque 
de vecteurs de 7. 

Proposition 1. Etant donnée une famille a,,..., a, 

a) si elle est libre, alors m<n,. 

b) si elle est génératrice, alors m > n. 

Démonstration. Puisque la base e,, ..., e, est une famille 
génératrice, tout vecteur de la famille a,...., a, s'exprime linéaire- 
ment en fonction de e,,..., e,. Le théorème 1 de la leçon précédente 
entraine donc que si a,, ..., a, sont linéairement indépendants, 
alors m < n. 
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Si la famille a,, . . ., a,, est génératrice, tout vecteur de la base 
e,, - -., €, en est combinaison linéaire. Comme toute base est une 
famille libre de vecteurs, on a m > n par le théorème mentionné. [ 

Conséquence. Toutes les bases d'un espace vectoriel 7° de dimen- 
sion finie comportent un même nombre de vecteurs. 

Définition 7. Ce nombre s'appelle dimension de l’espace vectoriel 
7" et se note dim 7. 


Si dim 7° — n, on dit que l’espace 7° est de dimension n et on 
écrit #'". 
On observe que dim 7°’ = 0 si et seulement si 7” est réduit au 


vecteur nul. 
+ + + 


Nous sommes à mème de formuler un axiome supplémentaire 9° 
qui fait appel à un entier naturel nr supposé, ou bien égal à 3 (variante 
« espace »), ou bien valant 2 (variante « plan »). Formellement, le 
cas n — À est également possible (il s’agit de la géométrie triviale 
de la droite), ainsi que le cas absolument dégénéré n — 0 (géométrie 
du point). 

Axiome 9, (de la dimension). L'espace vectoriel Ÿ' est de dimension 
finie et dim? = n. 

S'agissant de ce 7”, les affirmations 1 et 2 ci-dessus sont évidentes. 
En effet, l'affirmation 1 équivaut au point a) de la proposition 1, 
et l'affirmation 2 n'est rien autre que l’assertion portant sur l'existen- 


ce des bases. 
+ + + 


Dans un espace vectoriel de dimension 7, toute base 

a) comporte nr vecteurs, 

b) est une famille génératrice, 

c) est une famille libre. 

Chose remarquable, si la propriété a) a lieu pour une famille de 
vecteurs, la propriété b) implique c) et vice versa. 

Proposition 2. Une famille de n vecteurs d'un espace vectoriel 7 
de dimension n est une base si et seulement si elle est, ou bien génératrice, 
ou bien libre. 

Démonstration. 11 faut montrer qu une famille e,, . .., e, géné- 
ratrice est libre et la réciproque. 

Supposons @1, . .- ., €, génératrice et liée. On en extrait un certain 
vecteur et on obtient une famille génératrice de #7 — {1 vecteurs: 
contradiction avec le point b) de la proposition 1. Par conséquent, 
la famille génératrice e,,. .., e, est libre. 

Soit e,,..., e, une famille libre. On démontre qu'elle est géné- 
ratrice, i.e. que chaque vecteur a € 7° en est combinaison linéaire. 
Considérons la famille e,, . .., e,. a de n + 1 vecteurs, donc liée 
(point a) de la proposition 1). Par conséquent, un vecteur de la 
famille s'exprime linéairement en fonction des vecteurs précédents. 
39 
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Comme e,, . .., e, est libre par hypothèse, ce vecteur ne peut être 
que a. 0 


+ + x 
Soit e,, ..., e, une base quelconque de 7”. Pour tout a € 7° il 
existe des nombres a}, . .., a” bien définis tels que 
(1) a = ale, +... La'e, 


(les indices supérieurs sont les numéros). L'existence des a!,..., a" 
est garantie par la propriété « la base est génératrice » et leur unicité 
par le fait que la base est libre. 

Définition 8. Les nombres a!, ..., a" sont les coordonnées du 
vecteur a dans la base e,, ..., e, 

La Foie (1) représente la décomposition du vecteur a dans la 
base e,, ..., e,. Dans la suite, cette formule (et les formules ana- 
logues) s’écrira 

a — aie. 


La présence d'un même indice simultanément en haut et en bas 
indique la sommation de 1 à z par rapport à cet indice. Cette écriture 
condensée a été proposée par Einstein. 

+ + * 


Soient a, b deux vecteurs et a!, ..., a", b!, ..., b" leurs coor- 
données respectives (par rapport à la même base e,,...,e,). On a 


a=ale, +...+a'e,, b = ble, +... +b'e,, 
donc 
a +b=ale, +... +a'e, + b'e, +... + b'e, = 
= ae, +b'e, +... +La'e, + b'e, = 
= (a! +b')e +... +(a +b'e,. 
(Avec la convention d'Einstein, les calculs s’écrivent : a +b = a*e; + 
—+bie, — (a' + bi) e,.) Ainsi, les coordonnées de la somme de deux 
vecteurs sont Les sommes des coordonnées correspondantes des termes 
ou, en bref, lors de l’addition des vecteurs, leurs coordonnées s’ajou- 


tent. 
On a de même pour tout nombre 


ka = k(ate, +... +a'e,) = (ka')e, +... +(ka')e, 


(i.e. ka — k (aïe,;) — (ka’) e;). Ainsi, quand on multiplie un vecteur 
par un nombre, toutes ses coordonnées sont multipliées par ce nombre. 
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Isomorphismes d'espaces vectoriels. — Isomorphismes de coordon- 
nées.— Isomorphie de deux espaces vectoriels de même dimension. — 
Méthode des coordonnées. — Espaces affines.— Isomorphie de deux es- 
paces affines de même dimension.— Coordonnées affines. — Droites 
dans l’espace affine. — Segments. 


Les propriétés établies des coordonnées s’énoncent en des termes 
plus invariants. 

Définition 1. Soient 7° et 7°’ deux espaces vectoriels. L'applica- 
tion bijective 


/ 


p: 7 —7 
est un isomorphisme si 
œ (a +b) = ç (a) + (b) 
p (a) = ky (a) 


quels que soient les vecteurs a, b € 7° et le nombre k. 

Les espaces vectoriels 7° et 7” sont isomorphes s'il existe au 
moins un isomorphisme 7°—+ 7”, ce qui se note 7° = 7”. 

L'application identique 7° —- Ÿ° est évidemment un isomorphi- 
sme, ainsi que l'application réciproque d'un isomorphisme et le 
produit d’'isomorphismes. Il en résulte que la relation « être iso- 
morphe » est une relation d'équivalence, i.e. elle est réflexive 
(7° = Ÿ'), symétrique (si 7  & 7”, alors 7°” & 7°) et transitive 
(si 7 &7'"e 7" = 7", alors 7° & 7°”). Ainsi, elle définit une 
partition de l’ensemble de tous les espaces vectoriels (sur K donné) 
en les classes disjointes d'espaces isomorphes. 

En théorie axiomatique des espaces vectoriels on s'intéresse à 
leurs propriétés qui s'expriment en termes de l'addition et de la 
multiplication par les scalaires (ce sont d'ailleurs les seules qui 
puissent nous attirer). Il est clair que ces propriétés coïncident pour 
deux espaces isomorphes. Aussi deux espaces isomorphes sont identi- 
fiés en théorie axiomatique, ce qui permet de généraliser les résultats 
relatifs à un seul espace vectoriel à tous les espaces qui lui sont 
isomorphes. C'est en fait l’idée directrice de la méthode des coordon- 
nées, la clef de voûte de la géométrie analytique. 

+ à * 


et 
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En effet, les coordonnées a!, . .., a" de tout vecteur a € 7° (dans 
une base donnée e,, . . ., e,) forment une suite (a!, . .., a") élément 
de R” (pour X quelconque, c’est un élément de l’espace <” obtenu 
de façon analogue). La formule 


(1) æ (a) = (a',..., a”) 
définit donc une application (qui est visiblement une bijection) 
p: 7 — R". 


Le fait que les coordonnées de la somme sont égales aux sommes des 
coordonnées est fourni par 
e (a -+b) — ç (a) + (b), 


et le fait que les coordonnées du vecteur ka sont égales aux produits 
des coordonnées de a par k# s'exprime par 


p (ka) — kw (a). 


L'application @: 7'— R'" est bien un isomorphisme. 
Définition 2. L'isomorphisme défini par la formule (1) est un 
isomorphisme de coordonnées dans la base e,, . .., e,. 
On nate un rôle spécial que jouent dans ?" nr vecteurs 
(510: 0:20» 
(0, 1, O0, ..., O), 
(0, O0, 1, ..., O), 


(0: 0: 0:25, D: 
On conçoit qu'ils forment une base (appelée base canonique de R"), 
les coordonnées d’un vecteur quelconque (a, ..., a") de à" dans 


? 


cette base étant ses composantes a', ..., a", i.e. 
(4°... a) = 
— a! (1,0,...,0) +a*(0,1,...,0) +... 

sus dr (0, 0 sus D) 
L'isomorphisme ({) est visiblement caractérisé de façon unique en 
tant qu'isomorphisme 7°—R"* qui transforme la base donnée 
e, ..., en de 7’ en la base canonique de R”". Il en découle que 
tout isomorphisme 7° — R" est un isomorphisme de coordonnées relati- 


vement à une base (plus précisément à la base dont les vecteurs devien- 
nent par cet isomorphisme les vecteurs de la base canonique de R”). 


*k + * 


L'existence des isomorphismes 7° — 2" donne lieu au 
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Théorème 1. Tout espace vectoriel 7°" de dimension n est isomorphe 
à l’espace R". © 

En particulier, deux espaces vectoriels quelconques de même dimen- 
sion sont isomorphes (ils ne le sont certes pas dans le cas contraire). 

Ainsi, à une infinité d'espaces vectoriels il correspond l’ensemble 
dénombrable des classes d'espaces isomorphes. Ceci étant, pour tout 
entier non négatif nr > 0 il existe une de ces classes, et une seule, 
qui comprend tous les espaces vectoriels de dimension n. 

Chaque isomorphisme : 7'— 7" de deux espaces vectoriels 
est défini par les bases respectives e,, . . ., e, ete, ..., e,et trans- 
forme le vecteur x = z'e; en le vecteur x’ = ze: dont les coordon- 
nées dans e,, ..., e, sont les mêmes que celles dans e,, ..., e, 
du vecteur x. C’est pourquoi certains auteurs disent de l’isomorphisme 
w qu'il est défini par égalité des coordonnées. 


* + * 


La méthode des coordonnées de la géométrie analytique consiste 
justement (en ce qui concerne les espaces vectoriels) à remplacer 
moyennant (l) un espace vectoriel 7° quelconque par l'espace R” 
bien concret, ce qui permet de démontrer les théorèmes relatifs à R” 
par les procédés de traitement analytique des nombres. Les raison- 
nements se simplifient au point que certains théorèmes sont établis 
presque automatiquement (tandis que leur démonstration « synthé- 
tique » moyennant des axiomes exige de règle qu'on fasse preuve 
d'une certaine ingéniosité). 

On n'oubliera néanmoins pas que le résultat définitif doit avoir 
un « sens géométrique », i.e. il doit s’énoncer en termes d'opérations 
fondamentales pour que l'isomorphisme réciproque @"!: R"— 7° le 
transpose à 7. Si cette condition n est pas remplie. toute affirmation 
démontrée pour R" n’a en général aucun sens dans 7° (quelle que 
soit la base). 

Le fait est que l'isomorphisme (1) dépend de la base, si bien qu’on 
la conserve automatiquement en se plaçant dans R". Or, seules les 
affirmations indépendantes de la base ont un « sens géométrique ». 
C'est le cas par exemple de l'affirmation « le vecteur est nul » (con- 
trairement à « la première coordonnée du vecteur est nulle »). 

Si l’idée séduisante d algébriser complètement la géométrie en 
identifiant une fois pour toutes par l’isomorphisme (1) chaque espace 
vectoriel 7°” et l’espace R" n'est pas réalisée, la cause en est préci- 
sément le grand arbitraire laissé sur cette identification, qu'on n’arri- 
ve pas à réduire. 

Y + * 


Üne géométrie digne de ce nom ne se construit pas avec les 
seuls vecteurs, on doit y ajouter au moins les points. L’axiomatisa- 
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tion de la construction d'un vecteur connaissant deux points fera 
recours à la 

Définition 3. On appelle espace affine, et on note £, un ensemble 
d'éléments de nature quelconque appelés points pour lequel on 
définit 

a) un espace vectoriel Ÿ'; 

b) une application qui associe à deux points 4, B € # quelcon- 

—}> 


ques un vecteur de 7° noté AB qu'on appelle vecteur d'origine À 
et d'extrémité B. Deux axiomes suivants ont lieu: 

10° Pour tout point À € # et tout vecteur a € 7° il existe un 
point BE 4 unique tel que 


—> 
AB = a. 
11° Pour trois points À, B, C € .# quelconques on a l'égalité 
—> — — 
AB + BC = AC. 
Posons dans le dernier axiome À = B = C, il vient, comme sou- 


— —> — 
haité, AA = 0. Si l’on pose C — À, on a BA — —AB. 

On dit que l’espace vectoriel 7° est associé à l’espace affine 4. 
Sa dimension dim 7° est par définition la dimension de .4# et se note 
dim 4. 

Pour l'instant, nous nous occuperons naturellement des espaces 
affines de dimension r < 3. L'espace de dimension 1 est la droite, 
celui de rz = 2 le plan, et celui de n = 3 est, hélas!, l’espace. Il 
y a plus. Comme on le verra plus loin, on appelle également droites 
et plans certaines parties de l’espace. Mais rien à faire, c’est l’usage 
qui le veut. 

Les espaces affines font l’objet de la géométrie affine. La géométrie 
affine de notre conception part de deux notions primitives (point et 
vecteur) et de trois relations premières (relation entre trois vecteurs 
a, b, c telle que ce soit la somme de a et b; relation entre deux vecteurs 
a, b, d’une part, et le scalaire 4, de l’autre, qui s’énonce b = ka; 


—> 
relation entre deux points 4, B et le vecteur a: AB = a). Ces rela- 
tions doivent respecter les axiomes « vectoriels » 1° à 8°, l’axiome 
de la dimension 9° (pour r donné) et deux axiomes « affines » 10° 
et 11°. 

Exemples d'espaces affines. 

1) Soit 7° un espace vectoriel quelconque. On définit l’espace 


— 
affine .# en posant 4 — Ÿ° et ab = b — a. Les axiomes 10° et 11° 
sont évidemment justes (pour tout « point » a € # et tout vecteur 
cE7', b=a +ce est évidemment un «point» unique tel que 
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—> 

ab = c; quels que soient les points a, b, ec, on a l'égalité e — a — 
— (b — a) + (c — b)). Ainsi, on considère tout espace vectoriel 7° 
comme espace affine et on le désigne par Ÿ'arr. 

2) En particulier, l'ensemble R” est naturellement un espace affine- 
attaché à l'espace vectoriel R'. (Ainsi, R" désigne, ou bien un espace 
affine, ou bien un espace vectoriel, et on écrit Rôrret Rice respective- 
ment.) Si À = (a!,...,a")et B = (b!,..., b") sont deux points. 

— 


de Rar, alors le vecteur AB de Rÿ« se définit par la formule 
—> 
AB = (bi—at, ..., b"— a"). 


Soient #4 et £’ deux espaces affines et 7° et 7'’ les espaces vecto- 
riels associés. 
Définition 4. On appelle isomorphisme de l’espace # sur l’espace- 
Æ' une application bijective 


Vi #4 4, 
telle qu'il existe un isomorphisme q : #° — %'” des espaces vectoriels. 


associés et que deux points quelconques À et B de 4 vérifient l’éga- 
lité 


+ (4) & (8) = p (4B). 


Deux espaces #4 et 4’ sont isomorphes s’il existe au moins un 
isomorphisme de # sur .#’. Il est clair que s agissant des espaces. 
affines la relation « être isomorphe » est une relation d'équivalence. 

On constate sans peine que tout espace vectoriel 7 ” de dimension 
n considéré comme espace affine (voir exemple 1)) est isomorphe à 
l’espace affine R". L'isomorphisme correspondant : 7 %rr — pr 
est un isomorphisme de coordonnées quelconque 7 “— 2?" (l’iso- 
morphisme associé étant @: 7 ec —> Rvec). Ainsi, l'isomorphisme 
entre Ÿ'arr et Rarr est défini par le choix d'une base dans 7 . 

D'autre part, tout espace affine .4 est isomorphe à l'espace vectoriel 
associé 7° considéré comme espace affine. On définit cet isomorphisme 
en choisissant dans # un point arbitraire © et en posant 


(2) ÿ (4) =04. 


L'application d: # —> 7° ainsi définie constitue évidemment un 
isomorphisme des espaces affines 4 et Ÿ'arr (alors œ est l’application 
identique 7° —> 7). 

Le vecteur (2) est par définition le rayon vecteur du point À. 
I1 faut souligner qu'il dépend de l'origine ©. 

On réunit les deux affirmations démontrées en le 

Théorème 2. Tout espace affine #" de dimension n est isomorphe à 
L'espace affine R”. 
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Autrement dit, tous les espaces affines de même dimension sont 
isomorphes. 

Le système d'axiomes de la géométrie affine est bien complet: ils 
définissent de façon unique, à un isomorphisme près, l’espace con- 
cerné. 

+ +5: 


L'isomorphisme de 4" sur R" est donné par un point O € # 
quelconque (son choix détermine l’isomorphisme .4"— Ÿ'%#%#r) et 
une base quelconque e,, . .., e, de 7 " (son choix détermine l’iso- 
morphisme 7'arr + Rart). 

Définition 5. L'ensemble du point O et de la base e,, ..., e, 
s'appelle le repère affine dans 4 et se note Oe, ... e,. 

Lorsque nr — 3 (cas de l’espace), le repère affine s'écrit Oe,e.es. 
Il est de la forme Oe,e, pour n = 2 (dans le plan) et Oe, pour r = 1 
(sur la droite). 

D'après les résultats antérieurs, chaque repère affine Oe,,...,e, 
définit un isomorphisme %Ÿ: 4 — R" qui est par définition un 
isomorphisme de coordonnées. 


Soit AE £ et 
Ÿ (4) = (a!, ..., a"). 


Définition 6. Les nombres a!, . .., a” sont les coordonnées (affines) 
du point À dans le repère affine Oe, . .. e,. 


b) c) 


Repère affine: a) dans l’espace, b) dans le plan, c) sur la droite 


Elles ne sont rien d'autre que les coordonnées du rayon vecteur 
— 


OA par rapport à la base e,, ..., e,: 
—> 
OA = a'e, + …. + a'e,. 
On a pour n =3 


: 
OA = a'e, + a°e, + ae, 
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et pour nr = 2 
—> 
OA = ae, + a*e;. 


Quant au rôle et à la signification des coordonnées affines, on n'a 
J« Lé #? . e # 
qu à répéter les raisonnements relatifs aux coordonnées des vecteurs. 


+ + + 


La gévmétrie affine basée sur les axiomes 1° à 11° est une partie 
de la géométrie élémentaire, qui n'utilise pas la mesure des longueurs 
et des angles. On verra que cette partie n’est pas tellement petite. 
En particulier, la notion de ligne droite y a un sens. 

A partir de quels axiomes on introduit la notion de droite? On 
effectue comme toujours une étude préalable à un niveau géométrique 
intuitif. 

IL est clair à ce niveau que toute droite (du plan ou de l’espace) 
est bien définie par son point A7, quelconque et un vecteur arbitraire 
a 0 parallèle à la droite, la condition d'appartenance d’un point M 


à la droite étant que le vecteur Af,M soit colinéaire au vecteur a, 
i.e. qu'il existe un nombre !{ tel que 


(3) MM PE a. 


Dans l'axiomatisation on fera usage de cette affirmation et on 


l'acceptera pour définition. 
* *% * 


Soient 4 un espace affine quelconque et 7° l'espace vectoriel 
associé. 
Définition 7. La droite dans l'espace .# définie par le point 
M, € .Æ4 et le vecteur a € 7° non nul est par définition l'ensemble 
—— 


des points M € .Æ tels que le vecteur M, soit colinéaire au vecteur 
a, i.e. ces points vérifient pour un t l'égalité (3). 

Le vecteur a s’appelle vecteur directeur de la droite. Tout vecteur 
colinéaire à aest dit parallèle à la droite donnée. Par suite de cette 
définition, deux vecteurs sont colinéaires si et seulement s ils sont paral- 
lèles à une droite (ce fait établi en théorie intuitive l'est maintenant 
en théorie axiomatique). 

On vérifie immédiatement que toule droite de l'espace Æ# est 
naturellement munie d'une structure d'espace affine de dimension 1 
(c'est la raison pour laquelle les espaces affines de dimension 1 
s'appellent, même quand ils sont définis de façon abstraite, les 
droites; voir remarque ci-dessus). 

En effet, 

a) tous les vecteurs parallèles à une droite forment un espace 
vectoriel de dimension 1; 
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_b) pour, deux points A, B quelconques d’une droite, le vecteur 
AB — MB — M À appartient à cet espace vectoriel; 


— 

c) la correspondance établie (4, B)—> AB vérifie les axiomes 
10° et 11°. O 

Puisqu'il correspond à la valeur t = 0 le point Af,, ce point est 
sur la droite considérée. On dit également de cette droite qu'elle 
passe par M, parallèlement au vecteur a. 

Le point M, et le vecteur a forment, on le constate facilement, 
un repère affine de la droite (considérée comme espace affine de 
dimension 1). La coordonnée de M dans ce repère est le nombre t 
de la relation (3). 

Proposition 1. Soient N, un point quelconque de la droite passant 
par M, parallèlement au vecteur a et b un vecteur non nul arbitraire 
qui est parallèle à la droite. Le point N, et le vecteur b définissent le 
même droite. 

Démonstration. Il existe par hypothèse des nombres t, et h, = 0 
pour lesquels 


— 
MoNo — loa et b — hoa. 


Si 
——> 
MoM — la, 
on à donc 
—— — — 
NoM = MOM — MON —=ta— ta — tb, 
s t—to 
où T — : 


ho 
Inversement, soit 
——> 
NoM = tb, 
auquel cas 
— ——} nr d 


MoM = NoM + MSN, = = tb + fa = (Th, + to) a = ta, 


avec t = tTho +to. Q 
Ainsi, une droite est définie par son point quelconque et un vecteur 
non nul arbitraire parallèle à la droite. 
Il est immédiat de vérifier que pour deux points M, et M, quel- 
—— 


conques d'une droite, le vecteur M,M, est parallèle à la droite. En 
effet, on trouve par suite de (3) un nombre t, tel que 
——+ 


MoM, _—— lia. 


Par conséquent, la droite est bien définie par ses points M, et M, 


LEÇON 5 45 


distincts quelconques parce qu'’elie l’est par le point M, et le vecteur 
_—— 


M,M, non nul. En d'autres termes, par deux points distincts M, et 
M, il passe au plus une droite. 
Les points M de cette droite (quand elle existe) se définissent à 
partir de la condition 
—— —— 


MM =iM,M,, 


1 étant un paramètre quelconque. Inversement, cette relation donne 
par définition une droite pour M,, M, distincts quelconques. Puis- 
que M = M, pour t =0 et M = M, pour t = 1, la droite passe 
par M, et M.. 

Ainsi, on vient de démontrer la 

Proposition 2. Par deux points distincts quelconques M, et M, 
de l’espace affine il passe une droite et une seule. [ 

Cette droite se note M,M.. 


Si le corps de base est le corps R des nombres réels, on introduit la 

Définition 8. On dit qu'un point M de la droite M,M, est entre 
les points M, et M, si la valeur associée du paramètre t vérifie les 
inégalités 0 <t <1. 

L'ensemble formé de tous les points de la droite M,M, qui sont 
entre M, et M, et des points M, et M, mêmes est par définition un 
segment d’origine M, et d'extrémité M,. Ainsi, les points du segment 
vérifient 0 < t SL 1. La notation correspondante est MM. 
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Equations paramétriques d’une droite. — Equation d'une droite 
dans le plan.— Equation canonique d’une droite dans le plan. — 
Equation générale d’une droite dans le plan.— Droites parallèles. — 
Position relative de deux droites dans le plan.— Théorème d’unicité. — 
Position d’une droite par rapport aux axes de coordonnées. — Partage 
du plan par une droite. 


Soit, dans l’espace affine #, un point O quelconque. On récrit 
la relation (3) de la leçon 5, qui définit les points de la droite passant 
par le point M, parallèlement au vecteur a: 


(1) r — To + la, 


où 
——+ 


ro — OAL,, r =- OM 


(on rappelle que A, = r — r,). Lorsque le paramètre { varie entre 
—oo et +oo, le point À7 de rayon vecteur r défini par (1) parcourt 
toute la droite considérée. C'est la raison pour laquelle l'égalité (1) 
s'appelle l'équation paramétrique vectorielle de la droite. 
Soit nr — 2 (cas de la droite dans le plan). Choisissons un repère 
affine Oe,e, quelconque et désignons par z, y les coordonnées du 
——> 


point :W (i.e. les covrdonnées du vecteur OM par rapport à la base 
©j, @2). par Zo, Y, les coordonnées de 7, et par !, m les coordonnées 
du vecteur a (par rapport à la base e,. e.). L'égalité (1) est équiva- 
lente à deux égalités numériques 
C) ZT = 2, ul, 

Y —= Yo + im, 


qui sont les équations paramétriques (en coordonnées) de la droite 
dans le plan. 
Sin = 3 (cas de l'espace), on adjoint à (2) une troisième équation: 
Z = Zi + ti, 
(5) Y = Yo + im, 
Z = Zo -t- in 
(la troisième coordonnée de a se note traditionnellement n; en effet, 


nous avons fixé la dimension 3, si bien que la lettre » peut être 
chargée d'une autre mission). 
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Quand la droite se définit par deux points M, et M, de rayons 
vecteurs respectifs r, et r, (et de coordonnées x,, Yo, 2o et 1, Yi, 2 


Droite définie par un point et un vecteur 


— 

pour z — 3), on estime que a = AM,M, = r;, —r, (et corrélative- 
ment que L = z) — Zo, M = y, — y, et n — z — 20). Il en résulte 
que la droite M/,M, passant par les points M, et M, a pour équation 
paramétrique vectorielle 


À r=ro +t(n — ro); 
1.e. 
(4) r=(—it)ro +m, 
et pour équations paramétriques en coordonnées 
T — (1 — 1)To + Ti, 
Jr (1 — t)Yy + lys: 
z= ({—1t)2 +tz 
(c'est le cas de l’espace. S'agissant du plan, la dernière équation fait 
défaut.) 

Arrêtons-nous sur les droites dans le plan (i.e. dans l'espace 
affine de dimension 2). Si l’on fixe dans le plan un repère affine 
Oe,;e,, chaque droite possède des équations paramétriques de la 
forme (2). On a par élimination du paramètre t: 

() (7 — zo) m — (y — yo) ! = 0. 


Si le point 7 est sur la droite, ses coordonnées zx, y satisfont donc à 
‘équation (5). Inversement, si les nombres x, y vérifient (5) et si. 
T— Th 


l 
— —? sim 0) . i.e. le point À7 de coordonnées x, y appartient 


disons, l Æ 0, les relations (2) ont lieu pour t — (pour t — 


à la droite étudiée. Aussi la relation (5) porte le nom d'équation de 
la droite définie par le point A, et le vecteur a. 
* XX * 
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Lorsque m 0 et {= 0, l'équation (5) se met sous la forme 


Z—To _ Y—Y 
(6) l _— m —. 


Nous ferons la convention que l'égalité (6) a également un sens 
quand, ou bien ! = 0 et m = 0, ou bien m = 0 et [-Æ 0. A savoir, 
nous estimerons qu'elle équivaut pour L = O0 à x — x, = 0 et pour 
m = 0 à y — yo = 0. D'après cette convention, quels que soient 
l, m (non simultanément nuls), l'équation (6) est équivalente à (5) 
et constitue donc une équation de la droite concernée. 

L'équation de la forme (6) est l'équation canonique de la droite. 

+. 


Dans la suite, la notation A7, (xs, yo) désigne un point M, de 
coordonnées Zo, ÿo- De même, a (l, m) désigne un vecteur a de coor- 


données !, m. 
+ + 


S'agissant de la droite W,M, passant par les points M, (xo, Yo) 
et M, (x, y1), les coefficients !, m sont donnés par les égalités LL — 
= TZ] — Lo, M —= Y, — Yo. Ainsi, l'équation canonique de la droite 
en question s'écrit 

T— To _ _Y—Vo 
T1— To Yi — Yo ? 
ou encore 
TZ— To y— Yo —(,. 
T1— To Y1— Yo 


On pose À = —m, B = l et on récrit (5): 
A (— 20) + BY — yo) = 0. 


C'est l'équation générale de la droite passant par le point M, (x, wo). 
Si l’on pose € = —Azr, — Bys, l'équation canonique prend la 
forme 


(7) Az + By +C=0. 


On observe que le vecteur directeur de la droite (7) a les coordon- 
nées B, —AÀ. 

Il est immédiat de vérifier que toute équation (7), avec ou bien 
A = 0, ou bien B = 0, définit une droite. En effet, on trouve des 
nombres z,, y, tels que Az, + Bys + C = 0 (dans le cas À Æ 0, 
on prend par exemple x, = —C/A, y, = 0 et, dans le cas BÆ 0, 
Zo°= 0,yo = —C/B) et on construit la droite qui passe par M, (x, Uo) 
parallèlement au vecteur a (B, —A). L'équation (5) de cette droite 
ne diffère de l'équation donnée (7) que par le signe. D 

+. 
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Voyons quelle est la position relative de deux droites dans le plan. 

Définition 1. Deux droites (dans le plan ou dans l’espace) sont 
parallèles si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires (et ils peuvent 
donc être choisis égaux). 

Si deux droites parallèles ont au moins un point commun, elles 
se confondent (parce qu'une droite est définie de façon unique par 
un point et par son vecteur directeur). Ainsi, deux droites parallèles 
distinctes n'ont pas de point commun (elles ne se coupent pas). 

Dans le plan les droites considérées ont pour équations 


(8) Az + By +C=0 
et 
(9) Ait + Biy + C1 = 0. 


Les vecteurs directeurs de ces droites ayant les coordonnées respecti- 
ves B, —A et B,, —A, et deux vecteurs étant colinéaires (i.e. pro- 
portionnels) si et seulement s'il en est ainsi de leurs coordonnées, 
une condition nécessaire et suffisante de parallélisme de (8) et (9) est 


0 
A1 B;° 


Il convient d'interpréter ces formules non comme l'égalité entre 
les nombres, mais comme des « proportions », autrement dit, on 
affirme l'existence d'un nombre p 0 (coeïficient de proportionna- 
lité) pour lequel À = pA,, B = pB,. Aussi il se peut que le « dé- 
nominateur » À, s’annule, et cela si et seulement si À est nul. Il 
s'agit de la même convention que dans le cas des équations cano- 
niques d'une droite. 
Si les droites (8), (9) ont en commun le point M5 (to, Yo), i.e. 


(10) AT + Byo + C sa 0, 
Aïito + Biÿo + C1 = 0, 
et si elles sont parallèles, i.e. À = p4,, B = pB, pour un p #0, 


alors on multiplie la seconde équation par p et on fait la différence, 
il vient C — pC, = 0. Si 

st D 0 

A1 Bi C1° 


les égalités (10) sont donc impossibles, il n’y a pas de point commun 
et les droites (8) et (9) ne se coupent pas, et si 


chacune des équations (8), (9) découle de l’autre, de sorte que les 
droites (8) et (9) sont confondues. 
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Dans le cas de (8), (9) non parallèles, i.e. 


À B 
AT E 


les équations (8) et (9) possèdent une solution unique 
BC;—CB: CA1— AC; 


(11) To 45; —BA ? 0 AB, —PA;, 


(ce sont les formules de Cramer pour le cas particulier de deux équa- 
tions à deux inconnues). Cela signifie que deux droites non parallèles 
se coupent en un seul point (de coordonnées (11)). 

Puisque les conditions établies épuisent toutes les possibilités 
et ne chevauchent pas, chacune est nécessaire et suffisante. On a 
donc démontré le 

Théorème 1 (position relative de deux droites dans le plan). 
Deux droites dans le plan peuvent 

a) soit ne pas avoir de point commun, 

b) soit avoir en commun un point et un seul, 

c) soit se confondre. 

Le cas a) est caractérisé par 


A  B C. 
A BG) 
le cas b) par 
A B 
AT: 
le cas c) par 
A B C 


Les droites ayant les propriétés a) et c) sont parallèles, et le cas b) 
équivaut au non-parallélisme. CO 
*k *%X + 


En particulier, deux équations (8), (9) définissent une même droite 
si et seulement si elles sont proportionnelles. Cette affirmation porte 
le nom de théorème d’unicité (pour les droites dans le plan). 

* + * 


Le repère affine Oe.,e, définit deux droites remarquables d'équa- 
tions respectives z = 0, y = 0. La droite zx = 0 s'appelle l'axe 
des ordonnées (du repère considéré) et la droite y = 0 est l'axe des 
abscisses. L'axe des ordonnées se définit de façon unique comme droite 
repérée par le point © (0, 0) et le vecteur e, et l’axe des abscisses 
comme droite repérée par © (0, O0) et e.. 
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Du théorème ci-dessus il résulte immédiatement que la droite 
(12) Az+By+C=0 
est parallèle 

a) à l’axe des ordonnées si et seulement si B = 0, 

b) à l'axe des abscisses si et seulement si À = ©(. 

On complète cette proposition en disant que la droite (12) passe 
par l’origine O sous la condition nécessaire et suffisante C = 0. 

Si B 0, i.e. si la droite n'est pas parallèle à l’axe des ordon- 


nées, alors on pose À = —A4/B, b — —C/B et on écrit son équation 
sous la forme connue dès l’école secondaire : 
y = kzx + b. 


Il est essentiel de remarquer que le corps de base *< de la défini- 
tion suivante est le corps R des nombres réels. 

Définition 2. Etant donnée une droite (12) quelconque, on dit 
que deux points M,, M, du plan n'appartenant pas à (12) sont du 
même côté (de (12)) si ou bien ils se confondent, ou bien le segment 
MM, (M, Æ M.) n'a pas de point commun avec la droite (12). 

Dans le souci d’abréger l'écriture, on pose 

F (x, y) = Arz+ By +cC. 

Proposilion 1. Pour que les points M, (x;, y;), M: (x:, y:) n'appar- 
tenant pas à la droite (12) soient du même côté de (12), il faut et il 
suffit que les nombres F (x,, y,), F (x:, y) (50) soient de même signe. 

Démonstration. On suppose sans restreindre la généralité que 


M, = M,. On a donc défini la droite N/,M, dont les équations para- 
métriques en coordonnées sont 


z=(—t)zx, + 12, 
y = (— 1) y1 + lys 


(cf. (4)). On cherche les points communs (s'ils existent) à A7/,47, et 
à la droite (12) en portant ces expressions de x et y dans l'équation 
(12) et en résolvant par rapport à t. La substitution donne évidemment 


(A —t) Fe y1) + ÉF (res Ye) = 0. 


d'où 
_ F(r1, ya) 
(13) Fr F(z1, Y1)—F(xe, yo) 
(si F (x, y) = F (22, y2), il y a non-existence, i.e. M, M, est paral- 
lèle à la droite (12)). 
D'autre part, les points A/,, M, sont par définition de part et 


d'autre de la droite (12) si et seulement si le nombre (13) existe et 
satisfait à O it <f. 


A 
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Ainsi, une condition nécessaire et suffisante pour que M, et M, 
soient de part et d'autre de la droite (12) est F (x,, y1) = F (x, y.) et 


F(r1» y1) 
VS (Zi Ya) —F (2e, 7) — . 
Si F (zx, y) > F (2, y2), il faut et il suffit que F (x,, y,) > 0 et 
F (x:, y:) << 0. Dans le cas contraire, ces conditions sont F (x,, y,) < 
<0et F (z:, y:) > 0. Dans les deux cas, F (x,, y:), F (x, y.) sont 
de signes différents. Aussi 7, et A7, sont du même côté de (12) si 
et seulement si ces nombres sont de même signe. [ 

La proposition 1 entraîne de suite que la relation « être du même 
côté » est une relation d'équivalence et que les classes d'équivalence 
sont exactement deux. 

Définition 3. Ces classes d'’équivalences s'appellent les demi- 
plans définis par la droite (12). 

Ainsi, étant donnés deux points A7, (z,, y1), M2 (t:, y) n'apparte- 
nant pas à la droite (12), ces points sont dans un même demi-plan si 
et seulement si le segment :1/,:1/, ne coupe pas cette droite, i.e. si 
Az, + By, + Cet Az, + By, + C sont de même signe. 
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Définition intuitive d'un bivecteur.— Définition formelle d’un 
bivecteur.— Coïncidence des deux définitions. —'Bivecteur nul.—Con- 
dition d'égalité de deux bivecteurs. —Condition de parallélisme 
d’un vecteur et d’un bivecteur.— Condition de » — 3.— Addition 
des bivecteurs. 


Avant de passer à l'étude des droites dans l’espace, il y a intérêt 
à examiner les propriétés fondamentales des plans dans l’espace. Il 
se trouve que les deux théories sont parfaitement semblables à 
condition d'établir la notion de vecteur « plan ». 

Si l'on se rappelle que géométriquement un vecteur est un segment 
orienté (i.e. un morceau de droite) qui « est plongé » dans l’espace, 
un vecteur « plan » est censé être une portion de plan « orientée » 
(une aire), de forme quelconque en général, qui jouit de la même 


B C 


« Vecteur plan» Bivecteur 


propriété. Dire que cette aire est « orientée », c'est dire qu'on a dé- 
fini sur elle un sens de rotation positif (dans le sens des aiguilles 
d’une montre ou dans le sens contraire). Par analogie avec les vec- 
teurs, deux portions de plan sont égales si 

a) elles ont même aire, 

b) elles sont parallèles à un même plan, 

‘c) le sens de rotation est le même. 
(Ces conditions donnent une idée de ce que c’est que des portions 
de plan qui « sont plongées dans l’espace ».) 

La condition a) fait qu'on se borne, sans restreindre la généralité, 
a des aires de forme déterminée, disons des parallélogrammes.Or, 
le parallélogramme OACB est défini de façon unique par les vecteurs 


— — 
a — OA et b = OB. I] y a plus. Ces vecteurs pris dans un certain 
ordre déterminent également le sens de rotation dans OABC (on fait 


— — 
la convention, pour fixer les idées, que a = 04,b = OB — dans cet 
ordre! — définissent par exemple une rotation autour de © telle 


54 LEÇON 7 


que le point À suive le plus petit arc de cercle AB). 

Cela signifie qu’on peut remplacer les portions de plan par les 
couples (a, b). On dit que deux couples de vecteurs sont égaux (ou, 
qui mieux est, équivalents) si les parallélogrammes construits sur ces 
vecteurs vérifient les conditions a), b) et c). La classe de couples 
équivalents (qui est justement l'analogue « plan » d'un vecteur) 


est un bivecteur. 
%* x x 


Géométriquement, les conditions a), b), c) sont parfaitement 
claires. Malheureusement, nous ne saurons pas les incorporer dans 
notre système d’axiomes car les notions d'’aire et de plan en sont 
pour le moment absentes. Si nous avouons de plus notre intention 
d'introduire ces notions à partir du concept de bivecteur, le lecteur 
comprendra que le seul moven de ne pas tomber dans un cercle 
vicieux est de définir la relation d équivalence des couples de vecteurs 
par un autre procédé qui soit valable pour tout espace vectoriel. 

Définition 1. Soient a, b, a,, b, des vecteurs d'un espace vectoriel 
arbitraire 7". On dit que le couple (a,, b,) est déduit de (a, b) par une 
transformation élémentaire, et on note (a, b)— (a,, b,), si, ou bien 
(1) a, = a, b, = b + ka ou a, = a + kb, b, = b, 
avec À un nombre quelconque (un élément du corps fondamental X), 
ou bien 
(2) a,=ha, b—+b, 
avec À = O0 un nombre quelconque non nul. 

On observe que si a, b ne sont pas colinéaires, il en est de même 
de a,, b,. Cette propriété donne un sens à la 

Définition 2. Deux couples de vecteurs sont dits équivalents si, 
ou bien chacun d’eux est formé de vecteurs colinéaires, ou bien 
l'un s'obtient de l’autre par plusieurs transformations élémentaires. 

Il est clair que (a, b) = (a, b) (il suffit d'appliquer (1), où 4 = O). 
Si (a, b) = (a,, b,), alors (a,, b,) = (a, b). En effet, dans le ca cas (1), 


a — a, b —=b, + k,a, ou a = a, + k,b,, b = b,, avec k, = —k; 
1e) ; 

& C4 

A>0 Aa 
& L Î 
Aa A<0 
a 
a) b) 


a) Transformation élémentaire (1), b) transformation élémentaire (2) 
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À 
la relation « être obtenu par plusieurs transformations élémentaires » 
est en effet une relation d'équivalence. 

Définition 3. Les classes d'équivalence correspondantes consti- 
tuent les bivecteurs de l’espace vectoriel 7°. Le bivecteur défini par 
le couple (a, b) se note a /\ b, et l’ensemble des bivecteurs est sym- 
bolisé par 7° A 7:. 


dans le cas (2), a = À,a,,b — cb avec À = 1. J1 en découle que 


k * x 


Pour justifier cette définition on a une fois de plus recours à 
l'intuition afin de montrer que les bivecteurs ainsi définis s'identi- 
fient (en ce qui concerne les couples non colinéaires) avec les bivec- 
teurs portions de plan. Autrement dit, on montre que la relation 
d'équivalence formelle (définition 2) coïncide avec la définition 
« géométrique » basée sur les conditions a), b), c). 

Les parallélogrammes construits sur les vecteurs a, b, d’une 
part, et sur a, b + ka, de l’autre, ont évidemment même base et 
même hauteur. D'où l'égalité de leurs aires (condition a)). Ils sont 


B, 


O a A 


Aires équivalentes 


les deux dans le même plan (condition b)) et présentent un même 
sens de rotation (voir la figure) (condition c)). La transformation 
élémentaire (2) se traite de façon analogue. Ainsi, deux couples de 
vecteurs (non colinéaires) étant équivalents au sens de la définition 2 
sont équivalents en tant que portions de plan. 

Inversement, soient (a,b), (a,, b,) deux aires équivalentes, auquel 
cas les vecteurs a, b, a,, b, sont tous dans un même plan (condition b)). 
Les vecteurs a et b sont non colinéaires par hypothèse, si bien que 
a, et b, se décomposent par rapport à ces vecteurs. On a donc les 
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égalités 
a, = ka + lb, 
(3) 1 + 
b, == k,a + lb, 

et Ô = kl, — lk, = 0 (sinon il y a colinéarité de a, et b,). 

En algèbre, le nombre 6 se note k : | et porte le nom de dé- 

1 ‘1 


terminant. 
Lemme 1. Si les vecteurs a, b, a,, b, d'un espace vectoriel quelconque 
7° sont reliés par les égalités (3), avec Ô + 0, Le couple (a, b) devient par 


transformations élémentaires le couple ( a, _ b,) : 
Démonstration. Si À 0, alors 


(a, bi = (a+ +b, b} = {ka + 1h, —b)= 
= (ka+1b, + b+ HE (ka 1b)) — 
= (ka + Ib, + (a+ lb))= (a. + b). 
Soit 4 = 0 (donc 1 0, k, 0). Comme 
(4)  (a,b)= (a,b — a) = (a + (b — a), b — a) — 
— (b, b — a) = (b, —a) 


(plus loin nous aurons besoin de ce résultat intermédiaire) et 
1 1 l ES 
(b, —a)= (1h, Ta)={(ib, —+a—-ib)= 


== (tb, + (a+ Lb)) = (a +b:) , 


on aboutit une fois de plus au couple (a +b). O 

Le lemme entraîne, vu les résultats obtenus, l’équivalence de 
(a, +h) et (a, b) donc de (a, +b) et (a,, b,). Or, il est clair 
que l’aire de la première portion de plan est égale à celle multipliée 


par + de la deuxième et que la rotation est dans les deux cas de 


même sens si et seulement si > 0. Aussi ô = 1 (conditions a) et c)). 
Le couple (a,, b,) se déduit de (a, b) par transformations élémen- 


taires. | 
Nous venons de justifier les définitions 1, 2 et 3. 


* * * 
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On observe que tous les couples colinéaires déterminent par défi- 
nition un même bivecteur qui s'appelle bivecteur nul et se note 0. 
Ainsi, par définition, a et b sont colinéaires si et seulement sia /\ b = (0. 

+ + * 


Soient deux bivecteurs a À b et a, À b,. Quel est le critère de 
leur égalité ? Si au moins l’un d’eux est nul, la réponse est triviale: 
ces bivecteurs sont égaux si les vecteurs a et b sont colinéaires, 
ainsi que a, et b,. Sans restreindre la généralité, on se borne donc aux 
bivecteurs non nuls. 

Proposition 1. Deux bivecteurs a A b, a, Ab, non nuls sont 
égaux si et seulement si 


a, = ka + lb, 
(9) 
b, — ka + Lb 
et S=k — =|;  [=1 


Démonstration. D'après le lemme 1, les égalités (5) impliquent. 
aAb=a, A + bi Quand 6 = 1, le bivecteur a, À b, est donc 
égal à a À b. 

La réciproque se démontre sous la condition suffisante 

a) si (a, b) = (a,, b,), alors on a (5) avec ô = 1; 

b) s’il y a entre (a,, b.,) et (a, b) les relations (5), ê = 1, et si des 
relations analogues existent entre (a., b.) et (a,, b,), alors il en est. 
de même de (a.,, b.) et (a, b). 

Le cas a) est trivial, et le cas b) est vérifié de suite : si 


a,—=ka + lb, a, —k'a, + l'h, 


et 

b, = X,a + Lib, b,=k;a, + b,, 
alors 

a=(kk + kl")a+ (ik +11) b, 

b=(Rk, +kil)a+(lk; +1,L)b 
et 


(GRR + RL") (Uk + Lil) — (RH LT) (kki + kil) — 

— (kl, 2 k;) (KE Le l'k). 
(Un lecteur averti ne tardera pas à remarquer la présence de la for- 
mule de multiplication des matrices et le théorème relatif au déter- 


minant du produit, ce qui lui évitera les calculs.) O 
é + * 
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Définition 4. On dira qu’un vecteur e est parallèle au bivecteur 
a=a/A\b# 0, et on notera e ||a, si e s'exprime linéairement au 
moyen de a et b. Si a = 0, tout e est par définition parallèle à a. 

Selon la proposition 1, cette définition est correcte (elle ne dépend 
pas du choix de a et b). 

Chose à noter, le vecteur nul est par définition 4 parallèle à tout 
bivecteur. 

Il est clair que e || «a dès que a — e À\ a. La réciproque s'énonce 
sous forme de 

Proposition 2. Si ella ete 0, il existe un vecteur a pour 
lequel 

c = € /\ a. 


Démonstration. Si c — 0, on pose a — e (ou a = 0). Soit 
a=a A b, < 0. On trouve par hypothèse des nombres # et L tels 
que 


e = ka, + lb.. 
Choisissons k, et !, de façon que kl, — lk, — 1 (si k 0, on pose 
p.ex. k, = 0, L, = k”!, et dans le cas contraire 4, = —l"let L, = O0; 
vu que e Æ 0, le cas 4 — 0, ! — 0 est impossible) et posons 

a — ka, + lb. 


La proposition 1 entraîne a — e A a. O 
* * + 


Nous n’avons pas appliqué l’axiome de la dimension 9° aux bi- 
vecteurs. Supposons que nr — dim Ÿ° < 3 (en fait, seul le cas z = 3 
présente de l'intérêt). 

Proposition 3. Pour tout couple de bivecteurs a et b il existe un 
vecteur e non nul tel que e|laete||6. 

Démonstration. Si au moins un des bivecteurs concernés est 
nul, le résultat cherché est évident. On ne nuit donc pas à la géné- 
ralité de l'exposé si l’on pose c 0 et b Æ 0. 

Soit a—=a/a, b—b/\b,. Dans un espace vectoriel de 
dimension <3, quatre vecteurs a, a,, b, b, sont nécessairement 
linéairement dépendants, i.e. on indique des nombres k, k,, l, L, 
non tous nuls pour lesquels 


ka +k,a, +ib + lb, = 0. 
On pose 
e = ka +k,a, — — (!{b + L,b,). 
Il est clair que ellaet e|b. De plus, e 0 par suite de l'indé- 


pendance linéaire de a et a,. O 
* % *% 
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Définition 5. On dit que le bivecteur e À (a +b) est la somme 
de deux bivecteurs e À a et e À\ b. Par définition, 


(6) eAa+teA\b=eA\t(a +b). 


Conformément aux propositions 3 et 2, on définit par cette for- 
mule la somme de deux bivecteurs a et b quelconques: on utilise 
la proposition 3 et on cherche e 0 tel que el|a et e||b; à la 
lumière de la proposition 2, on cherche a et b pour lesquels a — 
= eA\aet b — e /\ b; enfin, on pose 


a +b—=e/A\(a +b). 


Cette définition de a +b comporte évidemment un grand 
arbitraire. On demande donc si elle est correcte, i.e. on demande 


l'indépendance de a + b par rapport aux vecteurs e, a et b (voir 
leçon 8). 


LEÇON 8 


La définition de la somme de deux bivecteurs est correcte. — Produit 
d’un bivecteur par un nombre.— Propriétés algébriques de la multi- 
plication extérieure. — Espace vectoriel de bivecteurs.— Bivecteurs 
dans le plan et théorie des aires.— Bivecteurs dans l’espace. 


Etant donnés deux bivecteurs a = e À\ a et b — e /\ b, on se 
place, pour démontrer le caractère correct de la définition de leur 
somme, dans diverses situations. 

Soit eAa—=e A a, eAb=e  /\b’, avec eA az O0 et 
e À b = 0. Selon la proposition 1 de la leçon précédente, on a 


e—ketla, e’=£k'e+ lb, 
a’—ke+tlia, b’'—ke+lb. 
où kl — lk, = 1et KL — l'k = 1. 
Cas ? — 0, i.e. e” — ke, k = 0. Alors (4 — k)e + l'b— 0, donc 
k" = k,l’ — 0(eetb étant linéairement indépendants par hypothèse). 
De plus L = l = k”!, Ainsi, 
(e", a’ +b')=(ke, (k,+k)e+k!(a+b)) = 
+ (e, k(k;+k;)e+(a+b)) = (e, a +b), 
1.e. 


e A (a +b’)—=e/A (a +b), 
c.q.f.d. 


Cas !” — 0. On procède comme plus haut à la différence qu'on 
accentue les coefficients qui ne l’étaient pas et vice versa. On établit 
cette fois encore que la définition de la somme de_eA a ete Ab 
est correcte. 

Cas lÆ0et l'Æ0. On a 


, ’ l l; , 
°+b)—(#4 +) e = 
= he la kje+ Eb—-L (ke la) —# (k'e+ lb) — 


ki— ik LH HE : 1 1 | 
et 


(+++) e = (ke+ la) + L(Ke+lb)=(a+b)+ (+ ++)e. 
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Donc 
{e', a+b')={e", @+b)—(#+le)= 
(es -(4+5) 


((a+b)+(5+5) e; —e)=(a+b, —e) = 


— (atb+te, —e)=(atb+e, a+b)—(e, a+b), 
e" A (a +b') =e À (a +b). 


Le dernier cas à étudier est celui où au moins un des bivecteurs 
donnés, disons e A a, est nul. Or, on a alors nécessairement a = ke, 
avec À un nombre (ne pas oublier que e O0 par hypothèse). Aussi 


(e, a +b) = (e, ke +b) + (e, b), 


ee 


1.6. 


1.e. 
0 + D — b, 


où b = e/\b. Quelle que soit la construction, la somme a +b 
est pour a — 0 égale à b, i.e. elle est définie correctement. Le cas 
e À b = 0 se traite de façon analogue. 

Ainsi, on a démontré que la définition de la somme de deux 
bivecteurs est correcte dans tous les cas possibles. CO 

Nous avons démontré en passant la propriété suivante du bi- 
vecteur nul: comme il se doit, le bivecteur nul est élément neutre 
pour l'addition des bivecteurs, i.e. ce +0—0+ce—=ce pour 
tout «a. 

En particulier, la formule (6) de la leçon 7 reste en vigueur pour 
€ — 0, i.e. pour n'importe quels vecteurs e, a, b. 

+ + * 


On observe que deux vecteurs e, a quelconques et tout À vérifient 
la relation 
(e, ka) = (ke, a), 
1.e. 
e À ka — ke /\ a. 


_ Définition 1. On dit que le produit du bivecteur a =e/A\a 
par le nombre k, et on note ka, est le bivecteur ke A a = e À\ ka. 
Ainsi, on a par définition 


{1) k(eA a) = ke a = e /\ ka. 


Vérifions que cette définition est correcte. 
Si e A a = 0, alors ke A a — 0, i.e. ka — 0 si a — 0. La 
définition est donc correcte pour a = 0. 
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Soit eA a 0 et e A a = e’ A a’, i.e. 
e — kje + La, a” — k,e + La, 
où kil — lks = 1. Lorsque k = O0, 
ke’ —k;(ke)+(Lk)a, a" (ke) + La, 


et Aile — Lk 2e = kil — Lik, — 1. Par conséquent, 
ke’ À\ a’ = ke f\ a. 


L'égalité a évidemment lieu pour k — 0, si bien que le résultat 
voulu est complètement démontré. [] 
à + + 


La définition de a À b par l'intermédiaire de a et b s'interprète 
comme une multiplication. Cette opération donne un élément exté- 
rieur sur l’espace vectoriel, d’où le nom de multiplication extérieure. 

L'opération a, b- a A b s'appelle multiplication en raison 
de la formule (6) de la leçon précédente, qui n’est rien autre que la 
propriété distributive par rapport à l'addition. 

La formule (1) traduit l’homogénéité de la multiplication exté- 
rieure par rapport à la multiplication par un nombre. 

La relation (4) de la leçon 7 signifie que 


a Ab=—b/A(—a), 
a Ab — — (b À a) 


par suite de l'homogénéité. Cette propriété s'appelle l’anticommuta- 
tivilé. 

Il est connu que a À b — 0 pour a et b colinéaires. Ce résultat 
découle immédiatement de l’anticommutativité et de l’homogénéité 
de la multiplication extérieure (à condition que le corps de base 
soit de caractéristique 2). En effet, la propriété anticommutative 
fait que a À a = —a À\ a, donc à À a = O pour tout a. Ainsi, 
a A b — Osi a et b sont des vecteurs colinéaires. 

Or, l’anticommutativité n'entraîne pas que la colinéarité de 
a et b constitue une condition nécessaire et suffisante pour que 
a A b — 0. Il s’agit d’une propriété intrinsèque, si bien qu'on peut 
dire que la multiplication extérieure est libre. 

Faisons le bilan. On a le 

Théorème 1 (propriétés algébriques de la multiplication exté- 
rieure). La multiplication extérieure est 

a) distributive : 


eA(a+tb)=eAa+te/ Ab 


quels que soient les vecteurs e, a et b; 


1.e. 
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b) homogène : 
k (a Ab) = ka Ab = a À kb 


quels que soient les vecteurs a, b et le nombre k; 
c) anticommutative : 


a Ab = —(b A a) 


quels que soient les vecteurs a et b; 
d) Libre: 
a\Ab—0 


si et seulement si les vecteurs a et b sont colinéaires. [] 
En menant des calculs, il y a intérêt à se rappeler que si 


a" = ka + Ib, b’ = ka + Lib, 
alors 
l 


(2) a Ab=| ,|@Ab). 


Il s’agit en fait de l'affirmation du lemme 1 de la leçon 7 qu’on dé- 
montre cette fois par un calcul banal compte tenu des propriétés a), 
b) et c) ci-dessus. 
En particulier, si a ||a et bla, alors le bivecteur a A\b est 
proportionnel au bivecteur a. [] 
+ + + 


Nous avons donc défini sur l'ensemble 7° A 7° de tous les bivec- 
teurs (pour dim 7° < 3 seulement) les opérations d’'addition et de 
multiplication par un nombre. Est-ce que 7° A 7” constitue un 
espace vectoriel pour ces opérations ? 

Théorème 2. L'ensemble 7° A 7’, dim7'< 5, est un espace 
vectoriel. 

Démonstration. Il est immédiat de vérifier les axiomes 2° à 8°. 
S'agissant de l’axiome 7°, on calcule par exemple 


k(a+b)=k(eA\(a+b)}) =eA\k(a + b) — 
= e\ka+e À kb = ka + kb 
(ici eAa=a et e A b = b). 
L'axiome 1° (associativité de l'addition) exige un certain effort 


de démonstration, i.e. étant donnés trois bivecteurs quelconques 
a, b,c, on demande de vérifier l’égalité 


(3) @+b)+c—=a+(b+c). 


Si au moins l’un de ces bivecteurs est nul, la relation (3) est 
évidente. On suppose donc, sans restreindre la généralité, que a 


40, b HO0etc 0. 
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Les propositions 3 et 2 de la leçon 7 aidant, a et c s’écrivent 
a—e/f a, C—e/\c, 
avec e 0. Sie ||6, i.e. s’il existe b tel que b = e À b (voir pro- 
position 2), on démontre l'associativité : 
{à +b)+c=eA(a+b)+eA\ce—eA((a+b)+c) — 
= eA(at(b+c)=eA\ateA\(b + c) — 
=eAa+t(eAb+eA\c)=a+(b+c). 
Le seul cas non trivial est donc e |} 6. 
Soit b = b, À b:. Comme b 0, il y a indépendance linéaire 
des e, b,, b. pour e il b. Le cas e {l b n'est donc possible que pour 


dim 7” — 3, auquel cas les vecteurs e, b,, b, forment une base. On 
décompose a dans cette base: 


a = ke + k,b, + k.b.. 

Alors eAa=e/\a, où a” = kb, + k.b., autrement dit, on 
ve restreint en rien la généralité si l’on pose a || b. 

De même, on pose c || b. 

Soit 

a — kb, + kobo, C — Lib, + Eh. 
Dans ce cas (voir (2)) 
a A ce = à (b, À b.:) = 6b, 


avec Ô — kilo — Kols — 
Si ô 0, on a donc 


a+b=eAa++(aAc)=(e-<e) Aa. 


Puisque 
ceAe=(e-+e) Ac, 
on à 
(4) (a+6)+e={e—+e) À (a+e). 
De même 
b+t=+(aAc)+eAc=(+a+ e) Ac, 
a=eAa=(+at+e)Aa 
et 


(5) a+(6+)=(+ate) À (a+c). 
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La démonstration s'achève (pour Ô 0) dès qu’on remarque que la 
différence des seconds membres des formules (4) et (5) est nulle: 


(e—+e) Â\ (a+e)—(<ate) \ (a+ c) = 


=(e—5ce—-f+a—e) A@+e)=——+ (a+e) À (a À c) =0. 


Soit ô — 0. On trouve alors un nombre h tel que ec — ha. Comme 
a ||b, il existe en outre un vecteur b pour lequel b = a À b. Donc 
(a +b)+c=(eAa—bA\a)+e ha = 
= (e—b)\atke \a=(h+1i)e—b) Aa 
et de même 
a+ (b+c)=eA\at+(—b A a + he À\ a) — 
= (+1) e—b) À a, 


ce qui démontre la formule (3) et, partant, le théorème 2. [ 
+ *# + 


Lorsque nr = 1, le seul bivecteur possible est le bivecteur nul. 


Ainsi, 
FiNTT= 0, 


donc dim (7°? À 71) = 0. 
Soit rz = 2 et soit e,, e,. une base quelconque de l’espace 7”*. 
On sait d’après la formule (2) que si 


a = ae, + a*e,, b = b'e, + b*e,, 
alors 
at a° 
(6) à Â b— bi b2 
Puisque e, À\ e = 0, on a donc 
dim (7* A 7°) = 1. 


Ainsi, dans l’espace 7°* (« dans le plan ») tous les bivecteurs sont 

proportionnels deux à deux, et toute base e,, e, de 7° définit la 

base e, À e, de l’espace 7°* À 7°*. La coordonnée de a A b dans 
1 h2 


cette base est |,, |. 


L'espace 7° À 7°* est donc peu intéressant du point de vue 
algébrique, fait qui ne nous surprend pas. 

Cet espace permet néanmoins d'obtenir des résultats géométriques 
significatifs. 

Si l’on se représente intuitivement les bivecteurs comme des 
portions de plan en forme de parallélogramme, on établit de suite 
5—01070 


(es À e2). 


66 LEÇON S 


qu'étant donnés deux bivecteurs a, et a reliés par a = ka,, le 
rapport de l'aire de aà celle de a, vaut | # |. Dans le cas particulier 
de a, d’aire 1 (on dit que le bivecteur a, est l’éfalon d’aire), l’aire 
de a est | À |. A la lumière de la formule (6), on a donc la 

Proposition 1. Si /a base e,, e, jouit de la propriété que l'aire 
du parallélogramme construit sur les vecteurs e, et e; vaut 1, alors 
l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs a (a, a?) et 
b (b', b*) arbitraires est égale à la valeur absolue du déterminant 


ai a? 


bt b? 


? 


l.e. à 
| alb° — ab! |. DO 
—) 
L’aire du triangle OAB construit sur les vecteurs a = OA et 
—} 
b — OB est égale à la moitié de l’aire du parallélogramme construit 
sur les mêmes vecteurs. Ainsi, l’aire du triangle construit sur les 
vecteurs a (a, a°) et b (b!, b°?) est égale à la valeur absolue du nombre 
| al a? 
"2 [bit b2 
Si les sommets O, À, B du triangle ont les coordonnées respecti- 


ves (Zo Yo): (c, mn), (x, Yo); alors a! — T1 — Lo: a? = Yi — Yo» 
D — x, — x, b° = ya — y0. Par conséquent, l'aire du triangle de 


sommets en (zo, Yo)» (T1, Ya) Et (X2, V2) est égale à la valeur absolue 
du nombre 


. D 


TL 4 
4 [Ti — To Yi — Vo __ 1 * 1 Q 
Des …: = | 1 ; 
2 o Y2— Vo Zo Yo 1 


En théorie axiomatique des aires, on initialise avec le résultat 
obtenu au bout de plusieurs premiers pas: ayant choisi un bivecteur 
ao 0 pour étalon, l'aire d'un bivecteur a — ka, quelconque 
se définit comme | |. On aboutit aux mêmes formules de calcul. 
Le détail des raisonnements est laissé au lecteur. 

On aborde avec la même optique l’« aire orientée ». Cette aire 


est égale à 4. 
* + + 


G'3 


Soit nr —= 3 et e,, e,, e; une base quelconque de l'espace 7 *. 
On calcule le produit extérieur des vecteurs 
a = ale, + a*e, + afes, b — b'e, + b°e, + bfe:, 
il vient 
a Ab = (a*b° — a°b*) (e: À es) + (a°b'—a"b") (es À €) + 
+ (a'b? — a*bt) (e, À e.)- 
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Cette formule s’écrit en termes de déterminants 


2 3 
M anb= re 3] A e)- 


ai «3 1 2 


— bi b3 (es À e:)+ . b2 (e, À e2) + 


Afin de la retenir plus facilement, on écrit (nous supposons que: 
le lecteur est au fait des déterminants introduits par le cours d’Al- 
gèbre): 


€ Â es €: /Âe €: /\e2 
a! a? 
bi b? b3 
Si l'on développe formellement suivant les éléments de la première 
ligne, on obtient justement la formule (7). 

Théorème 3. dim (7% A 7%) = 3. 

Démonstration. La formule (7) signifie que la famille des bivec- 
teurs e. /\ es, €: /\ €, €, /\ e. est génératrice. Il suffit donc de 
démontrer qu'elle est libre (si bien que c’est une base). 

Soient k,, k:, k: des nombres tels que 


ki (ee À €3) + ke (es À ©1) + ks (e; À 2) = 0. 
Soit, p.ex. k 0. Considérons les vecteurs 
— —k,e, + ke, b = —kse, + kes. 
Si Àa + ub = 0, alors 
— (hs + uhs) e, + (Âk) ee + (uk) es = 0, 
d'où Àk, = 0 et uk, = 0, ï.e. À = 0 et u = 0. Donc a et b sont 
linéairement indépendants et, partant, a À b 0. 
D'autre part, 
a A b=—(—he, + ke) || (—hse, +kies) = 
= k\ (e2 À es) + kik2 (es /\ es) + kiks (es À e) = 
= À, [ki (e2 À es) + k2 (es À e:) + ks(e, A'e2)] = 0, 
contradiction qui démontre x, = 0 et 
k, (es A ©) + ks (ex À €2) = (koes — kses) À e = 0. 
Par suite de l'indépendance linéaire de e,, e-, e;, cela n’est possible 
que pour k, = 0 et ka 
Ainsi, toute combinaison linéaire nulle des bivecteurs e, À es, 


e3 /\ ©1, ©1 /\ € est nécessairement une combinaison triviale, i.e. 
ces bivecteurs sont linéairement indépendants par définition. [] 


5* 


(8) a À b=— 
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Nous venons de démontrer un autre résultat: pour toute base 
€, €, €: de l'espace vectoriel Ÿ'*, les bivecteurs e, /\ es, es À\ €, 
e, /\ €, forment une base de l'espace vectoriel FS /\ 7%, la décomposi- 
tion de tout bivecteur par rapport à cette base étant donnée par la 
formule (7) (ou (8)). 

Il en découle en particulier qu’un vecteur 1 de coordonnées !, m, n 
(dans la base e,, e., e,4) est parallèle au bivecteur a -£0 de coordonnées 
A, B,C (dans la base e, /\ es, e3 /\ €, e À\ e.) si et seulement si 


(9) Al + Bm + Cn = 0. 


En effet, si a — a /\ b, la propriété 1 ||a équivaut à la pro- 
priété, pour 1, de s'exprimer linéairement au moyen de a et b. Si 
al, a°, a et b!, b*, b* sont les coordonnées des vecteurs a et b, la 
première ligne du déterminant 


lmn 


(10) al a? a 
bi b° b3 


est donc une combinaison linéaire des deux autres, i.e. le détermi- 
nant est nul. 

Inversement, la théorie des déterminants dit que si un détermi- 
nant est nul, ses lignes sont linéairement dépendantes. Ceci étant, 
le déterminant (10) a ses dernières lignes linéairement indépendantes 
{car a À b 0), si bien que la première ligne de (10) = Oest une 
expression linéaire des deux autres, i.e. 1 || a. 

On a donc démontré que le vecteur I (Z, m, n) est parallèle au 
bivecteur a — a \ b sous la condition nécessaire et suffisante 


mn 
(11) ai a m0. 
bi b2 b3 
On en déduit de suite la formule (9): il suffit de développer le déter- 
minant (10) suivant les éléments de la première ligne et d'utiliser 
a? at a? 
b?2 bs bit b? 


conformément à (7). 


ai a 


(42) A= + 


: = — — 


? 
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Plans dans l’espace. — Equations paramétriques du plan.— Equa- 
tion générale du plan.— Plan passant par trois points non alignés. 


Par analogie avec la théorie des droites dans le plan, nous pou- 
vons édifier la théorie des plans dans l’espace. 

Soient # = .4#° un espace affine (de dimension 3) et 7° — 7’ 
l'espace vectoriel associé. 

Définition 1. Pour tout point M, € .4 et tout bivecteur non 
nul «a de 7° À 7”, on appelle plan de .# défini par M, et c l’en- 
semble des points M € .4 pour lesquels 


—— 
(1) MM || oc. 
Si a = a /\ b, cette condition signifie qu'il existe des nombres 
u, v tels que 
—— 
(2) MoM = Ua + vb. 


Le bivecteur a est un bivecteur directeur du plan. On dit qu’un 
vecteur a € 7° ou un bivecteur a” € 7° À 7'Msont parallèles au 
plan si a la ou a — ka respectivement. 

Tous les vecteurs parallèles au plan forment, on le voit facile- 
ment, un espace vectoriel de dimension 2. Il en résulte comme pour 


ee 


Plan défini par le point M, et le bivecteur a 0 


les droites (voir leçon 5) que tout plan est muni naturellement d’une 
structure d'espace affine de dimension 2 (attaché à l’espace vectoriel 
des vecteurs parallèles au plan). 
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Comme 0 ||a, le point M, appartient au plan considéré, si bien 
qu'on dit également du plan défini par M, et un bivecteur a 0 
qu’il passe par le point M, parallèlement au bivecteur «a. 

Le point M, et les vecteurs a et b linéairement indépendants 
forment dans le plan un repère affine. Les coordonnées du point M 
dans ce repère sont les nombres uw et v de (2). 

Proposition 1. Soit N, un point quelconque du plan passant par 
le point M, parallèlement au bivecteur a et soit b un bivecteur non 
nul quelconque parallèle au plan. Le point N, et le bivecteur b définis- 
sent le même plan. 

Démonstration. Par hypothèse il existe des nombres u,, v, et 
h) 0 tels que 


—————} 
MoN 0 = Ua + vob et b= ha À\ b. 
Si 


—— 
M,M = ua + vb, 
on a donc 


= + ——> ——> 
NM = MOM—MoNo=(u—u) a+ (v—v,) b=u (ka) +v'b, 


— Uo 


uüu 
avec u’ — et L° — U — Up. 
Inversement, soit 


—> 
NM  u’(hoa) +v'h. 
Alors 


ER tt 
MoM = NM NM, = ua + vb, 


où u=uho +u et vu = 0 +v DO 

Ainsi, un plan est défini par son point quelconque et par tout 
bivecteur non nul parallèle au plan. 

Soit, dans #, l'origine O. On suppose que 


—> —> 
ro=mOMo) r=0M. 

La formule (2) se récrit 

(3) r=r, + ua + vb. 


- = hS’" …—— 
Lorsque les paramètres u et v varient de façon indépendante de 
— oo à + oo, le point M de rayon vecteur défini par (3) parcourt 
le plan tout entier. C’est pour cette raison que la formule (3) cons- 
titue l'équation paramétrique vectorielle du plan. 
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Dans un repère affine quelconque Ue,e,es, l'équation (3) équivaut 
au système pour les coordonnées 


zx = z9 + ua! + vbi, 
(4) y = yo + ua? + vb", 
Z = 20 + uas + vb*. 


Ce sont les équations paramétriques (en coordonnées) du plan. 
+ + + 


Analytiquement, la condition (1), i.e. (r —r,) |[|a, s’interprète 
de façons foncièrement différentes. Il découle par exemple de la 
relation (11) de la lecon 8 que cette condition équivaut à exiger 
la nullité du déterminant formé de coordonnées des vecteurs 
r — ro, a etb. Ainsi, le point À (x, y, z) appartient au plan considéré 
si et seulement si 


(5) a! a° as |—0, 

b! b?  b 
bref, (5) est l'équation du plan passant par le point M, (to, Yo, 20) 
parallèlement au bivecteur a A b. 


On développe le déterminant (5) par rapport aux éléments de la 
première ligne et on pose 


ai a?2{® 


bt b? 


a! ai 
bt b 


a” ai 


(6) Age ps 


, — — , == 


il vient l’équation;générale du plan passant par le point M, (to, Yo: Zo) : 
A (c— 20) + B (y — yo) + C'(z — 20) = 0. 


Cette équation se récrit à condition de poser D — —Azx, — By — 
— Czo: 


(7) Az + By + Cz+D = 0. 


Les formules (6) ci-dessus et les formules (12) de la leçon précé- 
dente montrent que les coefficients À, B, C de l'équation (1) sont 
les coordonnées du bivecteur directeur a (dans la base e, A es, 
es /\ ©, €©1 /\ €). 

Ainsi, on constate aisément que toute équation de la forme (1), 
avec (A, B, C) (0, 0, 0), définit un plan. En effet, on cherche 
la solution de l'équation (7), on trouve un triplet de nombres 
(Zos Yo Zo) qui vérifie celle-ci (par exemple, on pose x, = — …. 
Yo = 0, z9 = 0 si À 0) et on construit le plan passant par 
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Mo (Zos Yo+ Zo) parallèlement au bivecteur a (4, B, C). Les résul- 
tats obtenus entraînent de suite que le plan est défini par l’équa- 
tion (7). O 

XX %  +% 


Nous dirons que le vecteur 1 (/, m, n) est situé dans le plan (7) 
(ou, ce qui revient au même, lui est parallèle) s’il est parallèle à son 
bivecteur directeur «a (À, B, C}), i.e. (voir formule (8) de la le- 
çon 8) si 


(8) Al+ Bm +Cn = 0. 
On vérifie trivialement que pour tout couple de points 


—— 
Mo (Los Yor Zo) et Mi (1, V1, 1) du plan (7), le vecteur M,M, (de 
coordonnées TZ] — Zo, Yi — Yos 21 — 20) est situé dans ce plan. En effet, 
si Azo + Byo + Czo + D = 0 et Az, + By, + Cz + D = 0, alors 


À (2 — To) + B (y — Yo) + € (1 — 20) = d& O 


Si les vecteurs a et b sont dans le plan (i.e. s’ils sont parallèles 
à son bivecteur directeur a), leur produit extérieur a À b est pro- 
portionnel au bivecteur a et constitue donc un bivecteur directeur 
(à condition que a À b 0). Il en découle, compte tenu de l’affir- 
mation précédente, qu'éfant donnés trois points non alignés quelcon- 


— — —— 
ques Mo, M, M, du plan, le bivecteur MM, À MM, en est un 
bivecteur directeur. 


—— ——— 

On pose dans (5) a = M,M,, b = M,M et on trouve l'écriture 

suivante pour l'équation du plan passant par les points M, (x, Yo, Zo), 
Mi (frs Yas 1), Ma (es Yes 22) non alignés 


T— Lo Y—Yo 2—2 
(9) Ti—Zo Yi — Yo Z1—Z0|—0. 
L2— Lo Ya — Yo Z2— 20 


Cela prouve en particulier l’unicité de ce plan. 

D'autre part, l'équation (9) a un sens pour tout triplet de points 
non alignés M,, M,, M,; elle prend la forme (7) (en explicitant le 
déterminant) et définit donc un plan qui contientévidemment les 
points donnés. . 

On a la 

Proposition 2. Par trois points non alignés quelconques M, M; 
et M; de l'espace affine il passe un plan et un seul. 

Ce plan se note M,M,M.. 
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Partage de l’espace par un plan.— Position relative de deux plans 
dans l’espace. — Droites dans l’espace. — Plan contenant une droite 
donnée et passant par un point donné.— Position relative d’une 
droite et d’un plan dans l’espace.— Position relative de deux droites. 
dans l'espace. — Passage d’une base d’un espace vectoriel à une 
autre. 


Soit 
(1) Az + By+Cz+ D =0 


un plan quelconque dans l’espace. On prend pour corps de base K 
le corps R des nombres réels. 

Définition 1. On dit que deux points M, et M, non dans le 
plan (1) sont du même côté (du plan (1)) si, ou bien ils se confondent, 


ou bien le segment Àf,M, n’a pas de point commun avec ({). 
Dans le but d’abréger les formules, on pose 


F (x, y, z, = Az + By + Cz + D. 


Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que: 
deux points M; (21, Yi, 21) et Mate, Yo 22) n'appartenant pas au plan 
(1) soient du même côté est que les nombres (non nuls) F, = F (x, y1. 2) 
et F3 = F'(ta, Yo, 29) Soient de même signe. 

Démonstration. On pose, sans réduire en rien la généralité, 
M, = Ms. On définit alors la droite M,M, d'équations paramétri- 
ques en coordonnées 


z=(1—t\x, + im, 
y = (A — it) y + 1ys, 
z = ({—t)z + 12. 


On porte dans" F (x, y, z) — 0 et on obtient pour déterminer {: 


A—2 F, + Fa; = 0, 
d’où 
Fi 
Fi—Fa 
(si F, = F,, il y a impossibilité, i.e. la droite M,M, est parallèle 
au plan (1)). Si l’on se rappelle la leçon 6, on en déduit que 0< 
<< t <'AÂ si et seulement si F, et F, sont de signes différents, si 


AE — 
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bien que « F, et F, sont de même signe » est une condition néces- 
saire et suffisante pour que le segment ne coupe pas le plan (1). O 

La proposition { entraîne de suite que la relation « être du même 
-côté » est une relation d'équivalence et que les classes d'équivalence 
-Correspondantes sont exactement deux. 

Définition 2. Ces classes d'équivalence s'appellent les demi- 
-espaces définis par le plan (1). 

Ainsi, deux points distincts M, (x,, y1, z) et Ma (x, Ye, 22) 
non dans le plan (1) appartiennent à un même demi-plan si et seule- 


ment si le segment /,W, ne coupe pas le plan, i.e. si les nombres 
F (ti, Yrs 1) et F' (Zoe, Yo, 29) sont de même signe. 
+ +5 


Plaçons-nous dans le corps < quelconque. 

Définition 3. Deux plans sont parallèles s'il y a proportionnalité 
de leurs bivecteurs directeurs (qu’on peut donc choisir égaux). 

Si deux plans parallèles 'ont au moins un point commun, alors 
ils se confondent (car un plan est défini de façon unique par un point 
et un bivecteur directeur). Ainsi, les plans parallèles distincts ne 
possèdent pas de point commun (ils ne se coupent pas). 

Considérons le cas où deux plans ont un point commun. Soient r, 
L rayon vecteur du point et a et b des bivecteurs directeurs des 
plans. 

Selon les propositions 2 et 3 de la leçon 7, il existe pour a et b 
un vecteur e -£O0 tel que 


a—=e/\a b—=e/Abl 
On écrit donc les équations paramétriques vectorielles des plans: 
= ro + ue Hiva, rf=r + uei+ vb. 
Il en résulte que la droite 
(2) r =r, +te 


est{contenue dans chacun des plans /donnés (on]définit ses points 
pour u = t, v = 0), ce qui prouve que l'intersection non vide de 
deux plans contient une droite tout entière. 


Supposons que cette intersection contient au moins un point M, 
— 
non sur la droite (2), auquel cas le vecteur c = M,M, appartient 


aux deux plans, i.e. on a c||a et c||b. Par construction e||a 
‘et e |[[b, si bien que le bivecteur e À c est proportionnel à «a et 
à b. Puisque e À c 0 par hypothèse, les bivecteurs a et b sont 
proportionnels, i.e. les plans donnés sont parallèles et ils se confon- 
dent parce qu'ayant des points en commun. 
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Ainsi, l'intersection non vide de deux plans distincts est une droi- 
te. © 

À priori, deux plans non parallèles peuvent avoir leur intersec- 
tion vide. Or, il n’en est rien: deux plans non parallèles ont néces- 
sairement au moins un point commun (et ils se coupent, comme il 
a apparu, suivant une droite). En effet, soient deux équations 


3 AzŸÿ+ By + Cz + D =0, 

Az + By<+Cz+D;, =0 

qui définissent deux plans non parallèles. Leurs bivecteurs directeurs 
ont pour coordonnées 4, B, C et À,, B;, C,; respectivement, si 


bien que le triplet (4, B, C) n’est pas proportionnel au triplet 
(4,, B,, C1) (en raison du DD par leMeme des plans), i.e. 


ou bien TL ÉT , ou bien RAT , ou encore TÉT-- On 

suppose, pour fixer les idées, que LE _ . Le système de deux 
1 1 

équations] 


Az + By + D =0 et A;z + By + D, =0 


admet une solution unique z = zo, y = ÿ9. Cela signifie l'apparte- 
nance du point de coordonnées (zx,, yo, 0) aux deux plans. 

Dans le cas de plans (3) parallèles, les triplets (4, B, C) et 
(4,3, B,, C1) sont proportionnels, i.e. 


Si on a de plus 
A1 il: ? 


les plans'n’ont évidemment pas de point commun (cf. leçon 6, cas 
des droites), et si 


Ua 
ss 


les plans se confondent. + réciproque étant visiblement vraie, 
on a le 

Théorème 1 (position relative de deux plans dans l’espace). 
Etant donnés deux plans dans l’espace, on est dans l'un des cas suivants : 

a) Les plans n'ont pas de point commun; 

b) les plans possèdent une droite commune et une seule; 

c) les plans sont confondus. 

Le cas a) est caractérisé par 
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le cas b) par le fait qu'on a au moins une inégalité 
A B A C Bi = C:. 
A TB A TC F TC: 
le cas c) par 


Dans le premier et le troisième cas les plans sont parallèles et dans 
le deuxième ils ne le sont pas. CO 

On en tire une conséquence (théorème d’unicité) qui dit que les 
équations (3) définissent un même plan si et seulement si elles sont 


proportionnelles. 
XX * x 


On voit que la droite dans l’espace peut être définie comme étant 
l'intersection de deux plans, i.e. elle est donnée par deux équations 
4) Az+By+Cz+D=0, 

+ 

Az + By +C,z+D, =(. 
On exige bien sûr que les coefficients À, B, C et À,, B,, C;, ne 
soient pas proportionnels. 

On vérifie immédiatement que foute droite dans l'espace est l’in- 
tersection de deux plans, i.e. elle se définit par des équations de la 
forme (4). 

En effet, chaque droite contient par définition (voir leçon 5) 

——— 


tous les points M (x, y, z) tels que le vecteur M,M,, avec 
Mo (Zos Yos Zo) un point donné, soit colinéaire à un vecteur donne 


—— 
a (l, m, n). Autrement dit, les coordonnées de W,M, et de a sont 
proportionnelles : 
(5) T— To __Y— Vo 2 — 29 


i.e. les coordonnées x, y, z de M satisfont à deux équations 


T— Lo _Y—Vo 
L mm 


Z—To Z— 20 
l n 
Mettons-les sous la forme 
{ m (z— Zo) —L(y— Yo) =0, 
n(z—2Zo) —1(2— 20) =0, 
ou encore 
mz—ly—(mz— lyo) =0, 


nx—lz— (nt — Îz0) =0, 
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il vient les équations (4) (à coefficients non proportionnels À = m, 
B=—|, C=0et A, =n, B;, = 0, C, = —D. O 
Les égalités (5) constituent les équations canoniques de la droite 


dans l’espace. 
+ + + 


Nous allons illustrer les résultats obtenus sur la 

Proposition 2. Pour toute droite et tout point non sur cette droite, 
il existe un seul plan qui les contient. 

Démonstration. Soient le point M, (z;, y,, z,) et les équations 
canoniques de la droite donnée: 


On suppose que le plan cherché existe, auquel cas les vecteurs 
— 

al, m,n) et M,M, sont dans ce plan, et leur produit extérieur 

——> 

MoM, À a (non nul par hypothèse) est son bivecteur directeur. 


—— 

Ainsi, le plan concerné est défini par M, et par le bivecteur M,M, /\ 
\ a, i.e. il l’est univoquement. 

Le plan cherché existe évidemment : c’est le plan défini par le 


e 
point W, et le bivecteur MM, À a. O 
L'équation du plan s'écrit 


T—To Y—Yo 2—2Z0 
Ts Lo Yi — Yo 21% = (0. 
l m n 


* * # 


On se demande quelle est la position relative d’une droite et 
d'un plan dans l’espace. 

Définition 4. Une droite est parallèle à un plan si son vecteur 
directeur a (/, m, n) est parallèle au bivecteur directeur a (4, B, C) 
du plan. 

On sait (voir (9) de la leçon 9) qu’une condition nécessaire et 
suffisante en est 


(6) Al+ Bm+Cn=0. 


D'après la proposition 2 de la leçon 7, on associe à a [|a un 
vecteur b tel que a = a A b. Si le plan et la droite parallèle ont 
en commun un point M, de rayon vecteur r,, l'équation paramétrique 
vectorielle de la droite s'écrit donc 


(7) r=Tr + la, 
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et son homologue pour le plan 
(8) r = ro + ua + vb. 


Chaque vecteur (7) ayant la forme (8) (pour u = t, v = 0), on vient 
d'établir que, ou bien le plan et la droite parallèle n’ont pas de 
point commun (ils ne se coupent pas), ou bien la droite est entière- 
ment contenue dans le plan. 

On aboutit au même résultat si l’on porte les équations para- 
métriques de la droite 


z = Zo + ti, 
Y = Yo + im, 
Z =Z2o+in 


dans l'équation générale du plan 
Az + By + Cz + D = 0, 
ce qui donne 
(9) (AI + Bm + Cn)t + (4x + Byo + Czo + D) = 0. 


Si la droite est parallèle au plan (i.e. si l’on est dans la condition 
(6)), deux cas peuvent donc se présenter : ou bien l'équation (9) en £ 
(définissant £{ pour les points communs à la droite et au plan) est 
vérifiée identiquement (quand le point W, appartient au plan, i.e. 
quand Azxs + Byo + Cz5 + D = 0), ou bien elle n'admet pas de 
solution (dans le cas contraire). 

Comme l'équation (9) possède pour À! + Bm + Cn 0 une 
solution et une seule, le plan et la droite non parallèle ont donc un 
point commun et un seul. 

Résumons les résultats obtenus sous forme de 

Théorème 2 (position relative d’une droite et d’un plan dans 
l'espace). Etant donnés un plan et une droite dans l’espace, trois cas 
sont possibles : 

a) ou bien la droite et le plan ne se coupent pas; 

b) ou bien la droite et le plan ont un point commun unique ; 

c) ou bien la droite est tout entière dans le plan. 

Le cas a) est caractérisé par 


Al+ Bm<+Cn=0 et Az, + Byo + Czo + D 0; 
le cas b) par 


AI + Bm + Cn 0; 
le cas c) par 


AI + Bm + Cn = 0 et Az, + Byo + Czo + D = 0. 


Dans les cas a) et c) la droite est parallèle au plan. Elle ne l'est 
pas dans le cas b). Ü 
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On étudie de même la position relative de deux droites dans. 
l’espace. 
*X XX x 


Il est connu dès la leçon 6 que deux droites parallèles peuvent 
soit ne pas se couper, soit se confondre. 

Nous venons d'établir que pour deux droites parallèles non confon- 
dues il existe un plan et un seul qui les contient. 

En effet, soient À, (xz,, y,, z) un point quelconque de la pre- 
mière droite et Me (2, Y2, Z+) un point quelconque de la deuxième. 
Considérons le plan dont l'équation paramétrique vectorielle s'écrit 


(10) r=rm +ut(re —r) + va, 


a (l, m, n) étant un vecteur directeur des droites données et r,, re. 
les rayons vecteurs de MW, et W, respectivement. Le vecteur r, — r, 
n’est pas colinéaire à a (sinon les droites se confondent), si bien que 
la formule (10) définit bien un plan. Le fait qu'on obtient les points. 
r —r, + va de la première droite pour uw = 0 et les points r — 
= r, + va de l’autre pour x — 1 achève la démonstration de l’exis- 
tence d'un plan contenant les droites données. En coordonnées, 
l'équation du plan s'écrit 


TL Y—Y1 Z—Z: 


(11) T2— Ti Ya— Yi 22—2|—0. 
l m n 


Il suffit d'observer, pour prouver l’unicité, que tout plan conte- 
nant les points M, et M, et parallèle au vecteur a (son bivecteur 


directeur est donc de la forme M,M, /\ a) est défini par l'équation 
paramétrique vectorielle (10). O 

Prenons deux droites non parallèles. Elles ont au plus un point. 
commun (deux droites ayant deux points communs se confondent, 
elles sont donc parallèles). On voit sans peine, comme dans le cas. 
des droites parallèles, que pour deux droites non parallèles ayant un 
point commun (i.e. les droites sécantes), il existe un plan et un seul 
qui les contient. 

En effet, le plan d’équation paramétrique vectorielle 


Fr = To F Ua + Va, 


avec r, le rayon vecteur du point MW, intersection des droites données 
et a,, a, leurs vecteurs directeurs, contient évidemment les deux 
droites (elles s’obtiennent l’une pour u = 0 et l’autre pour v = 0). 
Le plan est unique: il passe par le point donné M, et a le bivecteur 
directeur a, /\ a, donné (à un facteur de proportionnalité près). O 
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En coordonnées, l'équation du plan s'écrit 


T— To Y—Uo 32—2Z 


Où l,, mm, ru et l+, M, n, Sont les coordonnées des vecteurs a,, a 
€t Zos Yo Zo les coordonnées du point 4. 

Si deux droites non parallèles de vecteurs directeurs a, et a 
ne se coupent pas, elles sont dites non coplanaires. D'autre part, 
chacune d’elles est parallèle à tout plan de bivecteur directeur a, À 
A &, i.e. ou bien elle est contenue dans ce plan, ou bien elle ne le 
coupe pas. Prenons un point W, de l’une des droites et menons par 
M, le plan de bivecteur directeur a, À a, il vient le plan qui con- 
tient cette droite et qui ne rencontre donc pas l’autre droite. 


Aussi, quel} que soit le point M, de la deuxième droite, le vecteur 
——> 
M,M, ne s'exprime pas linéairement au moyen des vecteurs a,, a, 


—— 
d’où l'indépendance linéaire de W,M,, a,, a. et la non-nullité du 
déterminant de leurs coordonnées : 


T2 Ti Ye Yi 2—2| 


On a donc le 

Théorème 3 (position relative de deux droites dans l’espace). 
Deux droites dans l’espace sont 

a) ou bien non coplanaires, donc non sécantes; 

b) ou bien coplanaires et non sécantes; 

c) ou bien coplanaires et sécantes en un seul point; 

d) ou bien confondues. 

Le cas a) est caractérisé par la non-nullité du déterminant de la 
matrice 


To — Li Y2— Us Z2— 2: 
(12) l, m UT ; 
L Mo Po 


le cas b) par la proportionnalité de deux dernières lignes de (12) qui 
ne sont par contre pas proportionnelles à la première ; le cas c) par la 
non-proportionnalité de deux dernières lignes dont la première est par 
contre une combinaison linéaire; le cas d) par la proportionnalité de 
toutes les lignes de (12). 

Dans les cas b), d), les droites données sont parallèles, et dans les 
deux autres, elles ne le sont pas. 
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Remarque. Comme la droite est définie par deux plans, on est 
dans un cas particulier d’un théorème général parlant de la position 
relative de quatre plans dans l’espace. De même, le théorème 2 est 
un cas particulier d’un résultat général portant sur la position 
relative de trois plans dans l’espace. Il y a avantage à caractériser 
diverses positions des plans par la nullité (ou la non-nullité) de 
certains mineurs de la matrice des coefficients des équations générales 
des plans. Il s’agit en fait d’une réformulation géométrique (pour 
3 inconnues et 3 ou 4 équations) des résultats algébriques généraux 
sur la résolution des systèmes d'équations linéaires. Le temps nous 
manque pour entrer dans le détail du problème, et nous conseillons 
au lecteur de s’en occuper sans faute. 

+ + + 


On a noté plus haut (leçon 5) que les coordonnées (dans un espace 
vectoriel ou affine) sont choisies de diverses manières. Etudions 
l’arbitraire laissé sur ce choix. Si on ne l’a pas fait dans la leçon 5, 
c'est que le cours d'Algèbre n'a pas initié à ce moment les élèves 
à plusieurs notions indispensables (matrices et opérations sur les 
matrices). 

Commençons par les espaces vectoriels. La dimension x est 
supposée quelconque, encore que seuls les cas n — 1, 2, 3 nous 
intéressent. 

Soit, dans un espace vectoriel 7°, deux bases 


C1: . 3 En et €”; . € 


(faites attention aux indices affectés d'accents. Cette notation paraît 
étrange, mais elle s'avère fort commode. Ce n'est d’ailleurs vrai que 
des cas généraux, et dans des cas concrets on préférera la notation 
usuelle, à savoir les accents affectant les lettres). On décompose 


les vecteurs e,», ..., e,r dans la base €,, . .., e,, il vient 
ei =cle +...+cre,, 
(13) e . e C2 e e e e e e e e e 


Cn’ — cire: + . + CR: 
Avec la convention d’Einstein, ces formules s’écrivent 
e;, — C;,Ci- 


On les met également sous forme matricielle. 
La matrice 


n 
C;, ee Ce 


est la matrice de passage de la base e,, ..., e, à la base e;. ... 
+, €n’- (On observe que les coordonnées des vecteurs e;,:, ... 


6—-01070 
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..., en en forment les colonnes.) On introduit les vecteurs lignes 
e = (e,, ..., en) et e” —= (er, . .., en), 
et on met (13) sous forme d'égalité matricielle 
(14) e = eC. 
On transpose les opérations connues effectuées sur les matrices 
numériques au cas de matrices des vecteurs et l’on suppose formelle- 
ment que pour tout vecteur a et tout nombre k, le symbole ak 
signifie ka. On voit sans peine que toutes les règles d’opérations 
usuelles sur les matrices restent en vigueur. En particulier, tout 
RE de matrices C et C” vérifie l'égalité (eC) C’ = e (CC'). 
1 

C1", ...) en” 
est une troisième base et 

eie — cie, 


1.e. 
| e = eC, 
C' = (ci-) étant la matrice de passage de ex, ..., en à exp, . .. 
…..., Enr et e” = (er, . . ., e,e), alors on a 
e” = e(CC”) 


par suite de (eC) C” = e (CC”). On dit donc que si C est la matrice 
de passage de la base e,, ..., e, à e,r, . .., e,. et C” la matrice 
de passage de e;, ..., e,: à e,-, . . ., e,r, alors la matrice CC’ est 
la matrice de passage de e,, ..., e, à e;-, ..., e,-. 

Ce résultat est démontré facilement avec les notations d’Einstein. 
Comme e;» = ci e, et eje — ci- €;r, On à 

ein = ci (cie;) = (cicci,) ei, 
ie. Cir = Cie Ch. 

Dans le cas particulier e” = e, on obtient CC’ = E, E étant 
une matrice unité, i.e. €” = C”!. Ainsi, avec C la matrice de passage 
de €,, ..., en à €, ..., en, la matrice inverse Cl est associée 
au changement de base inverse. 

Avec nos notations, les éléments de C-! s'écrivent c! (seul l’ac- 
cent en indice supérieur les distingue donc des éléments de C). 

L'existence de C-! montre que toute matrice de passage C est non 
dégénérée. [] 

Il est immédiat de vérifier qu'inversement, toute matrice C non 
dégénérée est la matrice de passage de la base e,, . .., e, (qui peut 
être quelconque) à une base e,», . .., e,. Autrement dit, les vecteurs 
© ; + - ., €n définis par les formules (13) constituent une base 
pour toute matrice non dégénérée C. En effet, ces vecteurs sont au 
nombre de net ils sont linéairement indépendants (sinon la matrice C 
a ses colonnes linéairement dépendantes et son déterminant est 
donc nul, ce qui contredit l'hypothèse). 
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Formules de transformation des coordonnées des vecteurs. — Formules 
de transformation des coordonnées affines des points. — Orientations. — 
Orientation induite de la droite.— Droite à orientation définie par 
une équation.— Orientation du plan dans l'espace. 


On se propose d'établir les relations entre les coordonnées par 


rapport à deux bases distinctes e,. . ... e, et er, . .., eh. 
Les coordonnées z!. ..., x" d'un vecteur quelconque x dans 
la base e,. ..., e, sont par définition données par 
(1) = x'e;, 
et les coordonnées zx!°, . .., x"” de x dans la base e,., . .., e,. par 
(2) x=zxie;. 
Si 
(3) Ci — cie}; 
on a donc 


x= 21" (cie) A (zŸ'ci,) ei — (ci,xt”) Ci 
et, partant, 
(4) z'= ci 


29 
{rT ? 


1.e. 
zi=chzl =... clexn, 


x" == LE + .. + cn,x"”. 


On observe que les formules (3) expriment la « nouvelle » base 


er, - - ., n° par la base « ancienne » e,, . .., e,, tandis que les 
formules (4) donnent les « anciennes » coordonnées zx!, ..., x" au 
moyen des coordonnées « nouvelles » x!, ..., x". En outre, la 


matrice associée n'est pas la matrice C, mais sa transposée CT. Ce 
fait est traduit formellement par la sommation qui s'effectue dans 
(3) par rapport aux indices sans accent et dans (4) par rapport à ceux 
affectés d'accent. 


6* 
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On trouve facilement les formules donnant les « nouvelles » 
coordonnées par les « anciennes »: 
ri = cir!. 

1 
Le déplacement de l'accent signifie, on le sait, le passage à la matri- 


ce inverse. 
Toutes les formules écrites présentent la particularité de structure 


suivante : dans les deux membres, les mêmes indices non muets sont 
simultanément en haut ou en bas. Grâce à cette particularité for- 
melle et à la convention d'Einstein, on écrit souvent quasi automa- 
tiquement les formules correctes (et on décèle celles qui ne le sont 
pas). 
Les formules de transformation des coordonnées (4) se mettent 


facilement sous forme matricielle. 
On introduit, en plus de la matrice ligne e = (e,, ..., e,) 
{voir leçon 10), la matrice colonne 


x! 


et on récrit la formule (1): 
X = ex 


(l'ordre des facteurs est essentiel vu que c’est un produit de matri- 
ces). De même, on a pour la formule (2) 


= ex, 
où e’ — (e,;, ..., er) et 
Cu 
z'=| : | 
za" / 
Si 
e  — eC 


(voir (14), leçon 10), on a donc 
x = (eC)z = e(Czx') 
et, partant, 
(5) T=iCXx : 
formule complètement équivalente à (4) (le passage à la matrice 


transposée s’est traduit par la prémultiplication par C). 
XX *%X * 
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Vovons le même problème pour les coordonnées affines dans l’es- 
y P p 


pace affine. 
Les coordonnées z!, ..., x" d’un point 47 dans le repère affine 


Oe, . . . e, sont déterminées en deux étapes: 1) on construit le rayon 


— — 
vecteur OM, 2) on calcule les coordonnées de OM dans la base e,, . .. 


... €n. Si deux repères Oe,...e, et O'e,; ...e, ont même 
origine O — 0”, le passage des coordonnées dans Oe, . . . e, à celles 
dans Oe;,:...e,. s effectue donc par les formules connues pour les 


coordonnées des vecteurs. 
Supposons au contraire que les repères ne différent que par l’ori- 
gine, i.e. qu ils s'écrivent Oe, ...e, et O’e, ... e,. Comme 


ht Eur + 
OM -- O'M + 00, 


il y a entre les coordonnées r!, . .., "et xr'!, ..., x'" des vecteurs 
—> —> 


OA et O'M les formules 
ai x'i + bi i=1Â,....n, 
bl, ..., b" étant les coordonnées (dans la base e,, .... e,) du 


— 
vecteur O0". 

Dans le cas général, on combine naturellement ces transforma- 
tions. Ainsi, étant données les coordonnées x!, . .., x" du point V7 
dans le repère OUe, . .. e, et les coordonnées x!’, ..., x" de Àf 
dans le repère OU’e, ...e,,,ona 


(6) zi= ci,zi + bi, 
avec (ci:) la matrice de passage de e,, ..., e, à er, ..., est 


— 
b', ..., b" les coordonnées du vecteur 00” dans la base e,, .... €. 
La formule (5) s'écrit en détaillant 
z'=cizl +... +chzr + bt, 


2 =cpxl +... +on.z +67, 


et en notations matricielles : 
() x= Cx + b, 
où 
/ b! “ 
b=| : 
b" 


La transformation des coordonnées est étroitement liée à la 
C1 e 9 e e e e C2 e # 
notion importante d'orientation qui explicite formellement l'idée 
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intuitive qu'on a du sens de parcours sur la droite (à droite ou à 
gauche). du sens de rotation dans le plan (dans le sens des aiguilles 
d’une montre ou en sens contraire), du mouvement d’un tire-bouchon 
dans l’espace (vis à droite ou vis à gauche). 

Contrairement à l'exposé antérieur, l'hypothèse de K = 32 est 
essentielle. 

Définition 1. Deux bases e,, .... e, et e,;. . .., e,- d'un espa- 
ce vectoriel 7° sont dites de même sens si la matrice C associée au 
changement de base a pour déterminant 


det C > 0. 


Si det C << O0, les bases sont dites de sens contraires. 

Deux repères affines Oe, ...e, et O’e;:...e, d'un espace 
affine .# sont de même sens (resp. de sens contraires) si les bases e,, . .. 
... En et 7, ..., e,r de l'espace vectoriel associé 7” sont de 
même sens (resp. de sens contraires). 

Puisque l'ensemble des matrices à déterminant positif est un 
groupe (i.e. il est fermé par rapport aux opérations produit et prise 
de la matrice inverse), la relation « être de mème sens » est une 
relation d'équivalence. 

Définition 2. Les classes de bases (resp. de repères) de même 
sens s'appellent les orientations de l'espace vectoriel 7° (resp. espace 
affine 4). 

Il est clair qu'il existe exactement deux orientations: les bases 
(repères) sont de même sens ou non selon qu ils définissent une même 
orientation ou des orientations différentes. L'orientation autre que o 
se note —o et s'appelle l'orientation opposée. 

On dit également des bases (repères) de même sens qu'elles 
ont même orientation. 

Il arrive souvent qu’on établit la propriété décrite de deux bases 
a, - -., An et b,. ..., b, dont les vecteurs sont donnés par leurs 
coordonnées dans une troisième base e,, . .., e,. Soit Aa (resp. A») 
le déterminant formé de colonnes des coordonnées des a,, ..., a, 
(resp. b,, . .., b,). Il est clair que par exemple À, n'est rien autre 
que le déterminant de la matrice de passage de e,, ..., e, à a;, ... 
+. An. Aussi les bases a,, ..., a, et b,, ..., b, sont de même 
sens si et seulement si les déterminants Aa et Ai sont de même signe.C 

Définition 3. Un espace vectoriel (ou affine) est dit orienté 
si l’on le munit d’une orientation. Cette orientation est positive 
et l'orientation opposée est négative. Corrélativement, une base ou 
un repère sont dits directs ou rétrogrades selon que l'orientation de 
l’espace est oui ou non l'orientation définie par la base ou le repère. 

Chose à noter, on ne saurait des fois distinguer une orientation 
déterminée de deux orientations possibles d'un espace vectoriel 
(affine) par des procédés mathématiques intrinsèques. On fait appel 
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à cet effet à des concepts étrangers aux mathématiques (disons, à la 
rotation de la Terre ou à l'anatomie du corps humain). 

Ainsi, orienter la droite, c'est faire choix de l’un ou de l’autre 
sens de parcours possible. Si la droite est représentée par une ligne 
horizontale, on choisit d'habitude le sens allant de gauche à droite 
(qui est le plus familier, ne serait-ce que parce que la plupart des 
peuples civilisés écrivent de gau- 
che à droite) comme sens positif 
(orientation « positive»). Il ne 
faut néanmoins pas oublier que le 
sens n'est pas invariant : on retour- 
ne le dessin représentant la droite 
et le sens positif devient négatif 
et vice versa. ) 

Dans le cas des droites vertica- \ 
les, le sens positif est d'ordinaire 
celui de bas en haut. 

Orienter le plan, c'est fixer un z 
« sens de rotation » (dans le sens 
des aiguilles d'une montre ou en 
sens contraire) tel qu'on amène par 
le plus court chemin le premier vec- Système droit 
teur de la base (qui définit l'orien- 
tation donnée) dans la direction du deuxième. L'orientation « posi- 
tive » correspond dans ce cas au mouvement dans le sens contraire 
aux aiguilles d’une montre (l'axe des abscisses est dirigé de gauche 
à droite et l’axe des ordonnées de bas en haut). Cette convention est 
purement formelle car l'orientation s’inverse si l’on regarde le plan 
du côté opposé. 

Regardez la paume de votre main droite. Le pouce et l’index 
forment une base de sens contraire aux aiguilles d'une montre, si 
bien que le sens contraire aux aiguilles d’une montre est qualifié 
de droit ou de direct et le sens opposé de gauche ou d'indirect. 

S'agissant de l’espace, le sens direct est celui d'une « base » 
formée du pouce, de l'index et du majeur de la main droite. Aujour- 
d'hui on prend de règle pour orientation « positive » l'orientation 
définie par une base de sens direct (que certains auteurs avaient 
autrefois appelée orientation négative). 

En ce qui concerne l'orientation dans l'espace, les termes droit 
et gauche sont invariants parce qu’il est impossible de regarder 
l’espace « de l’autre côté », pas plus que de faire coïncider la main 
gauche et la main droite. On ne saurait néanmoins les définir de 
manière mathématique intrinsèque. 


X 
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L'orientation du plan (de l’espace affine de dimension 2) n’est 
nullement liée à l'orientation des droites (des espaces affines de 
dimension 1) du plan. On les relie entre autres par la notion de 
« côté » de la droite. 

Définition 4. On définit le côté de la droite d du plan parlechoix 
de l’un des demi-plans déterminés par d. Le côté choisi est dit 
positif. le côté opposé étant négatif. 

Soit n un vecteur quelconque non parallèle à d (en particulier, 
n 0). Fixons un point arbitraire 4/7, de det prenons-le pour origi- 


ne, i.e. on trouve un point ŸV, tel que n — MN. 

Définition 5. On dit que lecôté contenant NW, est défini par 
le vecteur n et que le vecteur n es{ dirigé de ce côté. 

On vérifie si la définition est correcte, i.e. on établit l’indépen- 


dance du côté contenant V, par rapport au choix de /,. La chose 
—— 


est facile. En effet, soit AJ, un autre point de d tel que n = A/,W.. 
Alors 


———+ ——— 

NN, — — NM, LM, + MN, — MM, 
et la droite V,N, est donc parallèle à d — W,M,. Par conséquent, 
les points V, et N, sont situés du même côté de d. [ 


W, N,, En 4 
Ne d Ÿ NV, fm] 
# 
M, 
, M, 
M, 


Côté d’une droite 
Soit a un vecteur directeur de d. Les vecteurs a et n constituent 
une base du plan, si bien que tout vecteur n, admet la décomposition 


n, = l,a + in. 


Supposons que n, n’est pas parallèle à d (donc ! 0). On cons- 
tate sans peine que le vecteur n, est dirigé du même côté de d que le 
vecteur n si et seulement si l> 0. En effet, on construit le vecteur n, 
d'origine A, € det de rayon vecteur r, et on voit que son extrémité 
coïncide avec celle du vecteur /n d’origine A, € d'et de rayon vecteur 
ro + a. On estime donc, sans restreindre la généralité, que n, — 
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a 
— În. Dans ce cas, les points W, et N, tels que n = M,N,et n, — 
— — 
— M,N, correspondent sur la droite r = r, + {n aux valeurs { — 1 


et { — Î respectivement du paramètre f. si bien que le segment :V,W, 
se définit par les inégalités 1 < {<< !. D'autre part, le point M, 
de r (en lequel r coupe d) correspond à la valeur { — 0. Par consé- 
quent, une condition nécessaire et suffisante pour que V, et , 
soient du même côté de la droite d est / > 0. Ü 

La droite d est orientée par la donnée du vecteur directeur a 
(qui est une base sur la droite), et deux vecteurs a et a, — ka déter- 
minent une même orientation si et seulement si À > 0. 

*k % *% 


Soient une orientation de d (par le vecteur directeur a) et un 
côté de cette droite (défini par n). Alors a. n forment une base du 
plan. Il est immédiat de vérifier que l'orientation du plan détermi- 
née par le choix de cette base ne dépend pas de a et n et qu'elle est 
définie par l'orientation donnée et le côté donné de d. En effet, 
si la donnée des vecteurs a, et n, détermine la même orientation 
et le même côté. alors les résultats ci-dessus entraînent 


a, = ka, 
n, = l,a + În, 
où À > 0 et [> 0, si bien que 
k Î, 
= kl>0(. 
0! > 0 


Ainsi, deux premiers des trois objets suivanis: 

a) orientation de la droite d, 

b) côté de la droite d, 

c) orientation du plan, 
définissent bien le troisième. 

On établit d’ailleurs sans peine que deux quelconques de ces ol:jets 
définissent bien le troisième. Etant donnés une orientation du plan 
et un côté (resp. orientation) de la droite par le vecteur n (resp. a), 
l'orientation (resp. côté) correspondante de la droite est définie par 
le choix du vecteur a (resp. n) tel que la base a, n soit directe. 
Que cette construction soit correcte, on le vérifie par les mêmes for- 
mules que plus haut. CO 

La notion d'orientation du demi-plan permet une autre optique 
de la question. 

Définition 6. L'orientation du demi-plan est par définition l'orien- 
tation du plan tout entier. On dit d’un vecteur du plan qu'il est 
dirigé vers l'intérieur du demi-plan donné s’il est dirigé de son 
côté au sens dela définition ». 
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Chaque orientation du demi-plan définit l'orientation de la droite 
qui le limite. Cette dernière orientation est déterminée par le choix 
d’un vecteur directeur a qui, joint à un vecteur n quelconque dirigé 
vers l’intérieur du demi-plan, forme une base directe du plan. On 
dit qu'elle est induite par l'orientation donnée du demi-plan. 

Nous nous sommes répété, mais nous verrons en temps et lieu 
l'intérêt de cette réformulation. 

Comme orienter la droite, c’est en fait orienter l'espace vectoriel 
associé, l’assertion portant sur deux droites parallèles distinctes de 
même orientation et d’orientations contraires a un sens. On identifie 
donc les côtés des droites parallèles. 

Il est par contre impossible d'identifier les orientations (et les 
<ôtés) des droites non parallèles. 

* *%X * 


La donnée d’un repère Ue,e, dans le plan en fixe une orientation 
(qui n’est rien autre que l'orientation définie par la base e,, e.). 
D'autre part, le fait de donner l'équation 


(8) Az +By+C=0 


-de la droite en définit un côté, à savoir le côté contenant M (x, y) 
tels que ÂAx + By + C >> 0. Ainsi, la droite se trouve automatique- 
ment orientée dès qu’on a écrit son équation (donc défini le repère). 
La multiplication de (8) par un nombre positif conserve l’orien- 
tation (et le côté), et la multiplication par un nombre négatif l’in- 
verse. 
On voit facilement que le vecteur n de coordonnées (4, B) est 


—— 
dirigé du côté positif de la droite (8). En effet, si n = M,N,, 
Mo (Zor Yo) étant un point de (S). alors on a pour les coordonnées 
Zo + À, Yo + B du point W,; 
À (0 + 4)+B (y + B)+C= 
= À° + B* + (4x0 + Byo +C) = A +B>0. O0 
Cette inégalité entraîne que c'est le vecteur directeur a (B, —À) 
qui munit la droite de l'orientation définie par (8). En effet, 
B A 
— À B 


On trouve des résultats tout à fait analogues pour les plans 
dans l'espace. 


= A+ B2> (0. 


+ + + 


Définition 7. On se donne un côté d'un plan dans l’espace si 
J'on fait choix de l’un des deux demi-espaces en lesquels le plan 
partage l'espace. | 

On imite le cas de la droite et on démontre que 


LEÇON 1 91 


1) pour tout vecteur n non parallèle au plan et tout point A7, 


du plan, le côté du plan défini par un point W, tel que n = M,N, 
ne dépend pas du choix de W,, i.e. il est défini par n; on dit que n 
est dirigé de ce côté: 

2) un vecteur de la forme a + /n, avec a un vecteur quelconque 
parallèle au plan. est dirigé du même côté que le vecteur n si et 
seulement si L>0; 

3) deux quelconques de trois objets: 

a) orientation du plan. 

b) côté du plan. 

c) orientation de l’espace, 
définissent le troisième. 

Si l’orientation du plan est par exemple définie par la base a, b 
et le côté du plan par le vecteur n, alors l'orientation de l’espace 
est par définition donnée par la base a, b, n. Si 


a, — ka --#k.b, 
b, = ka + k.b 
est une base de même sens que la base a, b du plan et 
n, = /,a + lb + [In 
est un vecteur dirigé du même côté que n, alors les bases a, b. n 


et a,, b,. n, sont de même sens parce que le déterminant de la matri- 
ce associée au changement de base est 


k, k: 1 
D 

ko k, L Gi ke k' l, 

0 0 1 ro 
i.e. il est positif car on a par hypothèse 

k, k: 

O0 et 1=>0. 
ke k >VU et 12> 


Par conséquent, l'orientation de l'espace définie par a, b, n l'est 
de façon correcte. 

On procède d'une autre manière en introduisant (d'une manière 
compréhensible) l'orientation du demi-espace. Dans ce cas, chaque 
orientation du demi-espace induit naturellement l'orientation du 
plan limitant le demi-espace. Celle-ci est définie par la base a, b 
qui forme avec un vecteur arbitraire n dirigé vers l’intérieur du 
demi-espace une base directe a, b, n de l'espace. 

Le fait de se donner un repère affine Oe,e,e, oriente l’espace. 
L'équation du plan 


(9) Az + By +Cz+D=0 

en fixe un côté (tel que Ar + By + Cz + D> 0). Aussielle définit 
l'orientation du plan. Celle-ci se conserve si (9) est multipliée par 
un nombre positif, et elle s'inverse si le facteur est négatif. 
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Comme dans le cas de la droite. le vecteur n de coordonnées À, 
B, C est dirigé du côté positif du plan (2). Quant à l'orientation 
définie par (9). elle est déterminée par le choix d'un couple arbitraire 
de vecteurs linéairement indépendants a et b qui sont parallèles 
au plan et présentent la propriété 


a! a° a3 
(10) bi b bB|=>0, 
A B C 


avec a!, a°, a et b!, D, b* les coordonnées des vecteurs a et b. 
(Conformément à la tradition, on a utilisé le déterminant transposé.) 

D'ailleurs, il y a intérêt à substituer à a et b leur produit exté- 
rieur à /\ b. En effet, la proposition 1 de la leçon 7 entraîne de 
suite que si a Ab =—a, Ab, = c. alors les bases a, b et a,. b, 
de l'espace vectoriel de dimension 2 défini par le bivecteur « sont 
de même sens. Aussi on définit l'orientation de l'espace vectoriel 7° 
de dimension 2 par la donnée d'un bivecteur quelconque non nul 
de 7° À\ 7 . Autrement dit, on se souvient du cas de la droite dont 
l'orientation n est rien autre que la classe de ses vecteurs directeurs 
positivement proportionnels et on dit de l'orientation du plan que 
c'est la classe de ses bivecteurs directeurs positivement proportion- 
nels. 

Selon les formules (12) de la leçon 9, on trouve des vecteurs li- 
néairement indépendants a et b parallèles au plan (9) pour lesquels 
les coordonnées du bivecteur a A b, i.e. les cofacteurs des éléments 
de la dernière colonne de (10), sont justement les éléments 4, B, C 
de cette colonne. Le déterminant (10) est donc égal à 4° + B° + C* 
pour ces vecteurs, i.e. il est positif. Cela démontre que l'orientation 
définie par l’équation (9) est déterminée par la donnée du bivecteur 
directeur a (4, B, C). O 
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Déformations des bases. — Propriété « être de même sens » des 
bases qui se déduisent l’une de l’autre par une déformation. — Bases 
et matrices équivalentes. — Equivalence de la propriété « être dé- 
formable » et de la propriété « être de même sens » .— Equivalence 
des systèmes de vecteurs linéairement indépendants. — Trivecteurs.— 
Produit d’un trivecteur par un nombre. — Produit extérieur de trois 
vecteurs. 


S'agissant des bases. la relation « être de même sens » (donc la 
notion d'orientation) se prète à une formulation autre qu’en termes 
de matrices de passage. Cette formulation utilise certaines définitions 
générales relatives à la continuité des fonctions vectorielles. 


Soit t— a (t) une fonction à valeurs dans l’espace vectoriel 7”. 
Pour fixer les idées. on la suppose donnée pour 0 <1t< 1. 


Etant donnée une base e,. .... e,. la fonction {+ a (t) est 
définie de façon unique par les coordonnées 
(1) a! (t), ..., a" (1) 


du vecteur a (ft), qui sont »r fonctions numériques. 

Définition 1. La fonction £— a (f) est dite continue s'il en est 
ainsi de toutes les fonctions (1). 

Dans un changement de base, les fonctions (1) sont remplacées 
par leurs combinaisons linéaires à coefficients constants, si bien que 
la continuité se conserve. La définition est donc correcte. 

Définition 2. On appelle déformation des bases de l’espace vecto- 
riel 7‘ une famille de » fonctions continues 


(2) a, (t). . .., a, () 
définies pour 0 < t < 1 telles que les vecteurs (2) forment pour tout £ 
une base de 7. 

Etant données deux bases a,, ..., a, et b,, . .., b,, on dit 
que a,, ..., a, est déformable en b,, ..., b, s’il existe une défor- 
mation 

ai (€), . . ., an (t), 


A: (0) = js + +.) An (0) —= Ah 


telle que 


et 
A1 (1) = bi, -.., an (1) = br. 


On dit que cette déformation relie la première base à la seconde. 
Proposition Î. La relation «être déformable » est une relation 
d'équivalence. 
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Démonstration. La relation est réflexive parce que les formules 
a ({) = a, ..., a (t) = a, 


définissent évidemment pour toute base a,, . .., a, la déformation 
qui relie cette base à elle-même. Elle est symétrique du moment que 
pour toute famille a, (t), . .., a, (f) les formules 


b,(f) = a; (1 — t), ..., b, (t) = a, (1 — 1) 


définissent la déformation qui relie la base b, = a, (1). . .., b, — 
= a, (1) à a, — a, (0), ..., a, — a, (0). La relation considérée 
est transitive. En effet, étant données deux déformations a, (t), ... 
...., An (t) et b, (é), . -.. b, (f) quelconques telles que a, (1) — 
= b, (0), ..., a, (1) = b, (0), le système 


a, (21) si 0<t<l, 
Ci (t) — : i=1Â, ...,n, 


b,(26—1) si À<i<i, 


définit la déformation reliant la base a, = a, (0), . .., a, — a, (0) 
à ca —=b (1), ..., ce, = b, (1). O 


* + * 


On vérifie de suite que deux bases qui se déduisent l’une de l’autre 
par une déformation sont de même sens. En effet, soit À (t) le détermi- 
nant de la matrice associée au passage de a, = a, (0), ..., a, — 
— an (0) à a, (t), ..., a, (t). Il est clair que À (t) est une fonction 
continue de £ et que À (0) = 1. De plus, A (t) 0 quel que soit #, 
0<t<'1. Il est connu en analyse qu'une fonction continue diffé- 
rente de Ô sur un segment garde un signe constant sur ce segment. 
Aussi À (1) > 0 et, partant, les bases b, = a, (1), . .., b, — a, (1) 
et a. - -.. a, sont de même sens. [] 

La réciproque est également vraie, et on la démontre facilement 
pour x — { (i.e. pour la droite). 

Soit nr — 1, auquel cas les bases sont des familles à un terme 
qui est un vecteur =£0. Deux telles bases a etb sont proportionnelles, i.e. 
ilexisteÔ ER tel queb = 6a,6 >0poura,bde même sens. La formule 


(3) a =({4+t1(6—1)a 


définit donc la déformation de a = a (0) en b = a (1) car la fonction 
À + 1 (ô — 1) ne s’annule pas pour 0 << 1 < 1 si Ô > 0. 

Ainsi, pour n — 1 deux bases de même sens se déduisent l’une de 
l’autre par une déformation. 

Le cas n > À ne se prête pas à une approche directe, si bien que 
nous allons introduire des notions qui paraissent de prime abord 
complètement étrangères à la question traitée. 

k *% * 
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Définition 3. Soit a,. ..., a, une base quelconque (ou, de 
façon plus générale. une famille quelconque de vecteurs). L'opération 
d’addition d’un vecteur de base et d’un autre vecteur multiplié par 
un nombre arbitraire À constitue une transformation élémentaire du 
type (1), et l’opération de multiplication d’un vecteur de base par 


à = 0 quelconque suivie de la multiplication d'un autre par < est 


par définition une transformation élémentaire du type (2). 
Voici deux exemples correspondants : 


(a,, à, . .., an) => (a, + Ka. a+, . .., a,) 
et 


(a;, 4, ..., a)= (724, + 8, Pas a). 


Lorsque nr = 2. ce sont exactement les transformations élémen- 
taires au sens de la définition 1 de la leçon ‘. 

Soit C la matrice de passage de la base a,, ..., a, à b,, ... 
..., b,. Si l’on fait subir à la dernière base une transformation 
élémentaire. cela signifiera pour C qu'une colonne multipliée par Æ 
s’ajoute à une autre ou qu’une colonne est multipliée par À et une 


1 sis 
autre par +. Si l'on transforme la base a,, ..., a,, ce sont les 


lignes de C qui changent de façon correspondante pour À et À modi- 
fiés. 

Nous dirons que C subit elle aussi des transformations élémen- 
taires (du type (1) et (2) respectivement). 

Définition 4 Deux bases (ou deux matrices) sont dites équiva- 
lentes si on les relie par une chaîne de transformations élémentaires. 

Lemme Î. Toute matrice carrée est équivalente à une matrice 
diagonale. 

Démonstration. Soit une matrice dont une ligne a deux éléments 
non nuls c et c’. On ajoute à la colonne avec c” la colonne avec c 


multipliée par À = — — et on obtient une matrice dont le nombre 


d'éléments non nuls de la ligne considérée est diminué d’une unité. 
On répète le procédé, et on a finalement, dans cette ligne, un seul 
élément non nul, à savoir c. Avec cette technique appliquée à la 
colonne contenant c, on construit une matrice dont la colonne consi- 
dérée n’a pas d'élément non nul à part c. 

La matrice ainsi construite (et son élément non nul quelconque 
C,) est soumise aux mêmes transformations: on annule tous les 
éléments de la ligne et de la colonne qui se croisent sur c, (sauf celui- 
ci). Il est clair que la ligne et la colonne contenant c ont tous leurs 
autres éléments nuls. 

Au bout d'au plus n pas (n étant l’ordre de la matrice) on obtient 
une matrice dont toutes les lignes et toutes les colonnes ont chacune 
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au plus un élément 0. Si la matrice de départ est non dégénérée, 
il existe exactement un élément non nul par ligne et par colonne 
(car le déterminant d'une matrice ne change pas par les transforma- 
tions élémentaires, si bien que la matrice reste non dégénérée). En 
d’autres termes, la matrice définitive s'obtient par permutation des 
lignes et des colonnes d'une matrice diagonale. 

D'autre part. nous avons démontré (voir formule (4) de la le- 
çon * ; le fait qu on avait affaire non aux couples de lignes ou de 
colonnes d'une matrice. mais aux couples de vecteurs est sans im- 
portance) que plusieurs transformations élémentaires permutent 
deux lignes quelconques (ou deux colonnes quelconques) d’une 
matrice tout en changeant le signe de l’une d'elles. Cela démontre 
évidemment le lemme 1. Ü 

Chose à noter, la démonstration a été effectuée avec les seules 
transformations du type (1). 

Lemme 2. Toute matrice non dégénérée C est équivalente à une 
matrice de la forme 


ô 0... 0 
0 1... 0 
00.52.24 
où Ô = det C. 
Démonstration. Selon le lemme 1, la matrice C est équivalente 
à la matrice 
Ci 0) 
C2 
s 
| ’ 
(O Cn 


OÙ CiCs . . - Cn = det C 0. (Le déterminant d'une matrice est, 
on le sait, invariant dans toute transformation élémentaire.) Faisons 
subir à la dernière matrice r7 —1 transformations du type (2), i.e. on mul- 
tiplie successivement la première colonne par cs, Ca, - . .. ©, et on 
divise les autres par les mêmes nombres. La matrice obtenue est 
évidemment de la forme voulue. © 

Enonçons le lemme 2 en termes de bases. 

Lemme 3. Deux bases quelconques telles que la matrice de passage 
ait son déterminant égal à Ô deviennent par des transformations élé- 
mentaires les bases a,, . .., a, et b,, . .., b, reiiées par les égalités 
(4) b, = ôa,, ba = a, . .., b, = a,. :] 


k + * 
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Pour établir un lien avec la déformation des bases, il suffit de 
dire que deux bases équivalentes se déduisent l'une de l'autre par une 
déformation. En effet, il suffit (par suite de la proposition 1) de 
prouver cette propriété pour a, . .., ns Dr, - .- ., b, reliées par 
une transformation élémentaire. Mais si l’on a par exemple 

b, = a + ka, be — a, . .., D, — a, 
la déformation correspondante se définit par 


a (= a, + kta,, a, (t) = a, ..., a, (f) = a, 


et si 
1 
b, = Aa,, b—- a, b,= a;, ... b, = a, 
à >> 0, alors on applique à chacun des b,, b, la déformation décrite 
pour z — 4 (voir (3)). Soit, enfin, À = —1. On utilise la déforma- 


tion définie par 
a, (t) = (cos ré) a, — (sin ré) a, 
as (ft) = (sin xt) a, + (cos nt) a., 
Aa (£) = Ag. An À) = an. D 


On peut maintenant démontrer le théorème fondamental suivant. 

Théorème 1. Deux bases sont de même sens si et seulement si elles 
se déduisent l’une de l'autre par une déformation. 

Démonstration. La propriété, pour deux bases mutuellement 
déformables, d'être de même sens a été démontrée plus haut. En 
vertu de la remarque ci-dessus et du lemme 3, deux bases quelcon- 
ques de même sens sont déformables en les bases a,, ..., a, et 
b,, ..., b, reliées par (4), où Ô > 0. Comme 6 > 0, la déformation 
(3) s'applique aux vecteurs a,, b,, d’où le résultat voulu. O 

Ainsi, on peut définir les orientations comme étant les classes 
de bases mutuellement déformables. 


+ + * 


Revenons à la définition 4. Nous avons déjà dit, sans d'ailleurs 
insister là-dessus, que la notion de transformation élémentaire et, 
partant, la relation d'équivalence associée ont un sens pour toute 
famille de vecteurs. Il se trouve néanmoins qu’il y a intérêt à les 
étudier pour les seules familles libres. Ces familles sont éventuelle- 
ment non génératrices, si bien qu’on note m le nombre de leurs 
éléments, la lettre x désignant comme plus haut la dimension de 
l’espace vectoriel concerné 7 :. 

Quand m = 2, la définition 4 (pour les vecteurs linéairement 
indépendants, i.e. les vecteurs non colinéaires) coïncide avec la 
définition 2 de la leçon 7. Il est donc naturel que dans le cas géné- 
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ral les classes de familles libres équivalentes de m vecteurs s’appel- 
lent les m-vecteurs. On met au nombre de m-vecteurs le m-vecteur nul 
qui est par définition l’ensemble des familles liées dem vecteurs. 

Avant de formuler la condition d'égalité de deux m-vecteurs 
(i.e. d’établir l’analogue de la proposition 1 de la leçon 7), on a 
intérêt à introduire la 

Définition 5. Deux familles de vecteurs sont dites linéairement 
équivalentes si chaque vecteur d’une famille s'exprime linéairement 
au moyen des vecteurs de l’autre,et vice versa. 

Deux familles libres linéairement équivalentes ont évidemment 
un même nombre de termes. Pour ces familles a,, ..., a, et b,,... 
-.., bM quelconques, on a les formules 


b, — c'a; + . ce + CT'am: 


1 
b,, — Cmâ: -È CRE + ChAmr 


dont les coefficients forment la matrice non dégénérée 


ci Cm 

C ue ee , 
ma m 
c' cm 


appelée matrice de passage de la famille a,, ..., a, à la famille 
es De. 

Si le déterminant de cette matrice det € = 1, les familles a,, . .. 

, Am et b,, -.., b, sont dites unimodulairement équivalentes. 

On vérifie de suite la validité du lemme 3 pour n'importe quelles 
familles libres linéairement équivalentes de vecteurs. Ce fait constitue 
le pivot de la démonstration de la proposition suivante qui devient 
pour m = 2 la proposition 1 de la leçon 7. 

Proposition 2. Deux familles libres de vecteurs sont unimodulaire- 
ment équivalentes si et seulement s’il y a leur équivalence au sens de la 
définition 4 (on passe de l’une à l'autre par plusieurs transformations 
élémentaires successives), i.e. si elles définissent un même m-vecteur. 

Démonstration. Deux familles libres reliées par une transforma- 
tion élémentaire sont évidemment équivalentes au sens de det = {. 
D'autre part, la relation d'équivalence unimodulaire est transitive 
(le produit de deux matrices unimodulaires est une matrice unimo- 
dulaire), si bien que deux familles équivalentes le sont unimodulaire- 
ment. Inversement, deux familles unimodulairement équivalentes 
sont, par le lemme 3, équivalentes à une même famille (car ô = 1), 
d'où leur équivalence. [ 

Le cas de bivecteurs a fait l’objet des leçons 7 et 8. Voyons ce 
qu'il en est de 3-vecteurs (ou trivecteurs). 


* + * 
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On rappelle certaines définitions fondamentales. 
La transformation élémentaire du triplet (a, b, c) consiste, ou 
bien à ajouter un vecteur multiplié par À quelconque à un autre, 


ou bien à faire le produit de deux vecteurs par À et + respective- 


ment. 

Deux triplets de vecteurs sont équivalents si, ou bien tous les 
vecteurs sont coplanaires, ou bien l’un triplet devient l’autre au 
bout d’une succession de transformations élémentaires. 

Les classes de triplets équivalents s'appellent les trivecteurs. 

On note a À\ b A c le trivecteur défini par le triplet (a, b, c). 

Un trivecteur formé de triplet de vecteurs coplanaires est dit 
nul. On le note 0. Ainsi, a À b A ec = O0 si et seulement si a, b et 
c sont coplanaires. 

La proposition 2 s’énonce maintenant d’une façon complètement. 
analogue à la proposition 1 de la leçon 7. 

Proposition 3. Si aAbAc=# 0, l'égalité 


a Ab Al. = aAbAe 
a lieu si et seulement si 
a, = k,a + Lb + mc, 
.b, = k,a + L,b + mc, 
©, = ksa + Lib + ma, 
et 
k, k: ka 


l L la —1: CO 
M, Mm Ms 


Par analogie avec les bivecteurs (et les vecteurs), on devrait se 
faire une idée intuitive des trivecteurs comme des corps orientés 
de volume donné « plongés » dans l’espace. Montrons qu’il en est 
bien ainsi. | 

Seul le volume nous intéresse, si bien qu'on se borne aux parallé- 
lépipèdes, i.e. aux triplets de vecteurs (non coplanaires). On admet 
que deux triplets définissent un même « trivecteur géométrique » si 
a) les parallélépipèdes construits sur ces triplets ont même vo- 
ume ; 

b) ces triplets sont de même orientation. 

Il est clair que les transformations élémentaires conservent le 
volume du parallélépipède construit sur a, b, c (la propriété est 
évidente pour (2), et les transformations du type ({) conservant 
l'aire de la base et la longueur de la hauteur du parallélépipède la 
possèdent également) et l'orientation du triplet (a, b, ec) (car le 
déterminant de la matrice de passage de (a, b, c) au triplet équiva- 


7* 
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lent est 1, donc positif). Aussi deux triplets qui sont « algébrique- 
ment » équivalents, le sont « géométriquement ». 

Inversement, soient donnés deux triplets de vecteurs non copla- 
naires tels qu’on soit dans les conditions a) et b). Comme nous nous 
sommes placés dans un espace « géométrique » de dimension 3, 
les deux triplets constituent des bases qu'on peut traiter par le 
lemme 3. Selon ce lemme, ces triplets sont équivalents (« du point 
de vue algébrique », ce qui équivaut à dire, on le sait, « du point 
de vue géométrique ») aux triplets de la forme (a, b, c) et (6a, b, c) 
qui vérifient donc les conditions mentionnées. S'agissant de ces 
triplets, la chose n’est évidemment possible que pour ô = 1. Par 
conséquent, il y a équivalence « algébrique » des triplets de départ 
(l’un devient l’autre par transformations élémentaires). [] 

+ + * 


La proposition 3 entraîne de suite que pour tout trivecteur a À 
Nb/A\c=ÆO0 et tout nombre k = 0, on a les égalités 


(5) ka AbAc=aA\kbAc=aA\b ke 
et quesi a Ab Ac =a/A\b\c, alors 
ka Ab Au =ka/A\b Ace. 

On a de plus les deux propositions pour a À b À ce = 0 ou k = 0. 
Ce résultat justifie la 
Définition 6. Le trivecteur (5) est par définition le produit 

du trivecteur X —= a À\ b A c par le nombre #. La notation est 4. 
Ainsi, on a par définition 
k(a\AbAc)=kaN\AbAc=aAkbAc—=a/\bAke. 
Les deux symboles À dans a À b À ce sont inséparables. Ils 


désignent ensemble une seule opération (qu'on appelle multiplication 
extérieure par analogie avec le cas des bivecteurs) qui associe aux 


vecteurs a, b, ec le trivecteur a À b À c. 
On « scinde » d’ailleurs ce symbole en introduisant l'opération 
de multiplication extérieure d'un bivecteur par un vecteur. 
Définition 7. On appelle produit extérieur du bivecteur a— 
— à A b par le vecteur c, et on note a À ce, le trivecteur a À b A c. 


Ainsi, 
(aAbAc=aA\bAe 


par définition. On définit de même le produit extérieur d'un vecteur 
par un bivecteur: 


aANbAc)=aAbAce. 


I1 en résulte que le produit extérieur de trois vecteurs est asso- 


ciatif : 
L (aAbAc=aA(bA c). 
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On vérifie bien sûr si la définition 7 est correcte. 
Soit a À b = a, /A\ b,, i.e. (voir proposition 1 de la leçon 7; 
il suffit de prendre le cas a À b + 0) soit 


a, = ka + Ib, 
. b, — ja + bb, 
où 

k k 

114. 

FIN 
Alors 

k k, 0 

l l 0|=1, 

0 O 1 
donc 


&A\b Ac=aA\bAce. 


On démontre de même que si b, A ce, = b À c, alors a À b, A 
Nu=aN\bA\c DO 

On démontre sans peine que le trivecteur a /\ b A ce change 
de signe par permutation de deux de ses vecteurs (anticommutativité). 
Par exemple 


bAaAc=(bAa Ac=(—-aAbAc—=—-a/AbAc. 
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Trivecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3.— Addition 
des trivecteurs.— Formule du volume d’un parallélépipède. — Pro- 
duit scalaire. — Axiomes de la multiplication scalaire. — Espaces 
euclidiens.— Longueur d’un vecteur et angle de deux vecteurs. — 
Inégalité de Cauchy-Bouniakovski. — Inégalité du triangle. — Théo- 
rème des diagonales d’un parallélogramme.— Vecteurs orthogonaux 
et” ‘théorème de Pythagore, 


Dans la leçon précédente, la dimension n de l’espace vectoriel ÿ” 
était indifférente en théorie des trivecteurs. Il n’en va pas de même 
de l’opération d’addition qui exige que nr < 4 (s'agissant des bi- 
vecteurs, il nous a bien fallu supposer nr < 3). Selon les conventions 
admises, on passe outre au cas z = 4 et on se borne à n < 3. 

On sait que tout triplet de vecteurs est linéairement dépendant 
pour r < 2, i.e. avec nr < 2, on ne trouve autre trivecteur que le 
trivecteur nul. (De même, il n'existe pour r < 3 aucun m-vecteur, 
m > 3, non nul.) Seul le cas « spatial » n = 3 a donc un intérêt. 

Si deux bases a, b, c et a,, b,, ©, d'un espace vectoriel 7° de 
dimension 3 sont liées par les relations 


(1) A — Ôa, b, = b, C1 =" C;, 
on a (voir définition 6 de la[leçon 12) 
(2) a, A b, AG = ôl(a À b Alk). 


D'autre part, deux bases quelconques de Ÿ° sont équivalentes, selon 
le lemme 3 de la leçon 12, aux bases liées par (1), 6 étant égal au 
déterminant de la matrice de passage correspondante. C’est pourquoi 
la formule (2) est vraie pour n'importe quelles bases (triplets de 
vecteurs non coplanaires) a, b, c et a,, b,, ec, de 7. 

I1 y a plus. La formule est évidemment juste pour a,, b,, © 
coplanaires. 

Ainsi, on dit (en changeant les notations) que toute base e,, e., es 
de l'espace vectoriel Ÿ° et trois vecteurs a, b, ce quelconques satisfont 
à la formule 

ai «a a 
(3) a/\b/A\c=]b! b? &bS|(e,/\e,/\es), 


ct € © 


avec a!, a?, a, bt, b°, b5, c!, c?, c* les coordonnées des vecteurs 
a, b, c dans la base e,, e,, e, (cf. formule (6), leçon 8). 
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Cela signifie en particulier qu'étant donné un trivecteur A, 0 
quelconque, tout autre trivecteur A s’écrit 


A — KA 0; 


avec À un nombre (qui est évidemment défini de façon unique). 
é *k + 


Définition 1. On appelle somme de deux trivecteurs A = AY 
et S — IA, le trivecteur 


Si A, = ÀUo, où A0, alors A — + A, et BB — _ Dee 
La définition est correcte parce que le trivecteur (+++) I, 


est évidemment égal au trivecteur (4% + Î) A. 

On montre de suite que l’ensemble 7° À 7° A 7° des trivecteurs 
est un espace vectoriel de dimension 1 pour les opérations introduites 
(addition et multiplication par un nombre). 

Géométriquement, il est clair que si le volume du trivecteur Yo 
est 1, alors le volume de kA,, k - 0, vaut | k |. Si le volume du 
parallélépipède construit sur les vecteurs de base e,, e., e, est 1, 
celui d'un parallélépipède OABC quelconque est donc égal, confor- 
mément à (3), à la valeur absolue du déterminant 


a! a2 a3 
bit b? bb 
cl cc 


_ — — — 
dont les lignes sont les coordonnées des vecteurs 04, OB et OC dans 
la base e,, e,, es. 

En théorie axiomatique formelle, on choisit un trivecteur A, 
= 0 et on détermine le volume de OABC quelconque en tant que 
valeur absolue d’'ün nombre k tel que 


—> — — 
OA N\0B AOC = ko. 


Le nombre k est lefvolume orienté du parallélépipède concerné. 
* ++ 


Sur ce, nous quittons momentanément la géométrie affine et 
nous nous proposerons de compléter les axiomes affines 1° à 11° de 
façon à obtenir la géométrie euctidienne connue dès l’école secondaire 
et munie de ses mesures des segments et des angles. 

Il est dans notre tradition de commencer par une approche in- 
tuitive. 
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Soient a et b deux vecteurs (« géométriques »). On les suppose 
non nuls et on trouve l’angle entre a et b. Cet angle a deux valeurs 
o et 27 — p dont le cosinus est le même. Aussi, la formule 


(4) ab = ab cos ®, 

où a et b sont les longueurs des vecteurs a et b respectivement, définit 
univoquement un nombre ab. 

Définition 2. Le nombre ab défini par la formule (4) est le 
produit scalaire des vecteurs a et b. Si ou bien a = 0, ou bien b = 0, 
alors ab—0 par définition. L'opération 
a,b:—+ ab portelenomde multiplication scalaire. 
Il est clair que pour tout couple de vecteurs 
a et b la multiplication scalaire est commutative : 


? ab = ba. 
On constate sans peine son komogénéité, i.e. 
re (5) k (ab) = (ka) b = a (kb) 


Angle de deux vec- quels que soient les vecteurs a, b et le nombre k. 

teurs En effet, la formule (5) est évidente si ou bien 

— 0, ou bien b = 0, et À = 0. Pour a & 0, 

b=0, k-0, la longueur du vecteur ka est | À |a, et l’angle 

+ formé par ka et b est égal à l’angle œ fait par a et b (4 >> 0) et 

à x — o pour 4 0. Donc # cos p — 
— | | cos et, partant, 


(ka) b = (| X | a) b cos d = 
= ab (| k | cos Ÿ) = abk cos p — 
= k (ab cos p) = k (ab). 


On démontre de même l'égalité 
a (kb) = k (ab) (on utilise également 
la propriété commutative). 

Le produit scalaire sert à expri- ka æ 
mer les longueurs aussi bien que Cas k>0 
les angles. En effet, @ = 0 pour 
a = b, si bien que la longueur a de tout vecteur a est définie par 


a = V a, 


où a° — aa (« le carré scalaire d’un vecteur est égal au carré de sa 
longueur »), et l'angle @ de deux vecteurs non nuls par 


ab 
SSP ay 
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En particulier, a° > 0 pour tout vecteur a, et a° = Ü si et seulement 
si a = (0. 
Cette propriété de la multiplication scalaire porte le nom de. 
positivité. 
On connaît en trigonométrie le théorème des cosinus 
c = a° + b° — 2ab cos y 
qui s'écrit sous forme vectorielle 
(a — b)° = a° + b° — 2ab 
juste pour a et b quelconques. 
On fait b = —b, il vient, compte tenu de (—a) b — —ab, 
(a + b)* = a° + b° + 2ab, 
qui entraîne pour tout triplet a, b, c 
(a +b+c) = (a + D + c)) = a° + D + c)° + 2a b + c) = 
= à + b° + c° + 2be + 2a (b + c), 
(a + b + c}? = ((a + b) + ec)? = (a + bŸ + € + 2 (a +b) ce = 
= à? + b5 + c° + 2ab + 2 (a +bjce, 


a b+c) — (a +b) ce = ab — be. 
On fait la somme après avoir substitué —c à c: 


ab+c)+a(b—c) = 2ab. 


donc 


On applique la dernière formule à a, à 2e (qui remplace b) 
et à 2 (au lieu de c) tels que 
b+c 2e b+c b—e 
9 a 2 —_. 2 —° 


et 
(PE) ma +0. 


etl on aboutit au résultat 
a (b+ c) = ab + ae, 


i.e. la multiplication scalaire est distributive par rapport à l'addition: 
(ce qui justifie le nom de multiplication donnée l'opération. 
a,b — ab). 


+ € 


En théorie axiomatique, on effectue nécessairement un « renver-- 
sement » et on accepte les résultats obtenus en qualité d’axiomes. 
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Soit 7° un espace vectoriel arbitraire (sur le corps R des nombres 
réels). 

Définition 3. On définit sur 7’ l'opération de multiplication 
scalaire qui est une fonction a, b-—> ab quelconque de deux vecteurs 
à valeurs numériques ayant les propriétés suivantes (les axiomes 
sont numérotés de façon continue): 

12° Pour a, b, c € 7° quelconques, on a 
a (b+c) = ab + ac 
(distributivité). 
13° Pour a, b € 7° quelconques et tout nombre k, on a 
k (ab) = (ka) b = a (kb) 
{homogénéité). 
14° Pour tout couple de vecteurs a, bE€ 7", on a 


ab = ba 
{commutativité). 
15° Pour tout a € 7° non nul, on a 
a > 0 
{positivité). 
Le nombre ab s'appelle produit scalaire des vecteurs a et b. 
Remarque. La notation ab n'est pas commode quand 7° est 
par exemple un espace fonctionnel. On emploie donc de préférence 
la notation (a, b). Il faut s'y faire. 
+ * € 


Définition 4. Un espace vectoriel 7° muni d'une multiplication 
scalaire a, b—+> ab s'appelle espace vectoriel euclidien. (Certains 
auteurs disent « espace à produit scalaire » tout court). 

On appelle espace (ponctuel) euclidien un espace affine 4 tel que 
l'espace vectoriel associé soit un espace vectoriel euclidien (i.e. 
un espace muni d’un produit scalaire). 

Les espaces euclidiens font l’objet de la géométrie euclidienne qui 
a une notion première (multiplication scalaire) de plus que la géo- 
métrie affine et les axiomes supplémentaires 12° à 15°. 

+ + + 


Dans l’espace vectoriel euclidien, la longueur d’un vecteur a se 
note | a | (on rencontre également la notation {la ||} et se définit 
par la formule 


(6) la = Va 
{ou encore | a | = (a, a)), et l'angle q de deux vecteurs a et b 
non nuls par 
ab 
(7) COSP= 


formule donnant deux valeurs de æ (dont la somme est 21). 
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Dans l’espace ponctuel euclidien, la distance de deux points 
M, et M, se note | M,M, | et se définit par 


—— rare 
MM = 1MM;l= M,M° 


et l’angle o de deux droites par la formule (7), avec a, b des vecteurs 
directeurs quelconques des droites. (Cette formule fournit quatre 
valeurs de o selon a et b choisis et deux valeurs dans la condition 
0<p< x.) 

L'axiome de la positivité 15° fait que pour tout a la formule (6) 
définit bien | a | qui est un nombre réel non négatif. Ceci étant, 


|a|>0 si a-0, et | a | — O0 dans le cas contraire (le dernier 
résultat tient à l’axiome de l’homogénéité 13° pour 4 = 0). 
+ + + 


S'agissant de la formule (7), on se heurte à des difficultés. En 
effet, on a à démontrer que son second membre appartient au do- 
maine de définition de arc cos, i.e. que 

jab|<lal-Ib |, 
ou encore 


(8) (ab)° < a*b°. 
Cette inégalité (dite de Cauchy-Bouniakovski) se démontre à 1 aide 
de la fonction 
f (0) = (a + tb)? 


de lavariable numérique t. Selon l’axiome 15°, tout £ vérifie f (t) > 
> 0. D'autre part, 


f () = à + 2t (ab) + Éb°, 


et on démontre en algèbre élémentaire que si un trinôme de degré 2 
ne prend que des valeurs non négatives, alors son discriminant 
(expression sous radical dans la formule des racines d’une équation 
de degré 2) est non positif. Dans notre cas, le discriminant est égal 
à (ab)° — a*b°, ce qui démontre (8). O 

Si a et b sont colinéaires, (8) devient l'égalité stricte. Inversement 


si (ab)? = a*b* et b -£ 0, alors f (t5) = 0, to = — = , par la formule 


des racines d’une équation de degré 2. Donc a + tb = 0. Ainsi, 
l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski devient une égalité seulement pour 
a et b colinéaires. Q 

Cela signifie pour a 0 et b = 0 que l'angle de deux vecteurs 
non colinéaires est =£0 et =£x et que s’il y a colinéarité, il est égal, 
ou bien à 0 (cas où la proportion des vecteurs est positive), ou bien 


à x {cas contraire). 
k & à 
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L’inégalité de Cauchy-Bouniakovski entraîne 

[a +b{= (a + b}? = a° + 2ab + < 
<laF+2lallb|+IbF=([al+lbl} 

et, de même, 

[a+bf= (a +b} = a° + 2ab +b°> 
>laF—2|al-b|+|b®=(lal—1b}}, 

d'où 

(9) | lal— Ib II<la+b|<fal+lbl. 


— — 
Etant donné un triangle arbitraire ABC et a = AB, b = BC, 
——}> 
on a a + b = AC et (9) donne lieu aux inégalités connues 
[I ABI—]BCII<IACI<IABI+128C| 


(« dans un triangle un côté quelconque est au plus égal à la somme 
des deux autres et au moins égal à leur 
différence »). On comprend donc pourquoi 


C on donne à (9) le nom d'inégalité du tri- 
angle. 
+ + + 
a 


La multiplication scalaire sert } d'outil 
efficace dans la démonstration des théorèmes 
géométriques. On a vu par exemple que le 

0 b B théorème des cosinus n’est en fait rien autre 


que la formule du carré d’une somme. Citons 
un autre exemple. 


Soit OACB un parallélogramme quelconque. On pose a — 04, 
b = OB, il vient OC — a +b et AD =b— a; Donc 
[OC F+1AB P = (a +b} + (b— a) = 
= 2 (a? + b?) = 2 (104 ° + | OB F) = 
= [04 F+I4ACF+]I8CF +108, 
i.e. La somme des carrés des diagonales est égale à la somme des carrés 


des quatre côtés. 
+ à + 


Définition 5. Deux vecteurs a et b sont dits orthogonaux si leur 
produit scalaire ab est nul: 


ab = 0. 
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Lorsque a = 0, b 0, cela équivaut à dire que a et b forment 


P »« T 
un angle égal à D: 


Etant donnés a et b orthogonaux, on a 
(10) (a + b)* = a° + b°. 


—> — — _ 
Si a — 04, b = OB et b — a = AB, on a donc le théorème 
de Pythagore 


| AB F = [04 F +108 
{« le carré de l’hypothénuse est égal à la somme des carrés des deux 


autres côtés »), si bien que l'égalité (10) est également appelée 
théorème de Pythagore. 
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Forme métrique et coefficients métriques.— Condition de définie 
positivité. — Formules de transformation des coefficients métriques 
dans un changement de base.— Familles orthonormées de vecteurs 
et coefficients de Fourier.— Bases orthonormées et coordonnées 
rectangulaires.— Décomposition des matrices définies positives. — 
Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.— Isomorphisme d’es- 
paces euclidiens.— Matrices orthogonales.— Matrices orthogonales 
d'ordre 2.— Formules de transformation des coordonnées rectangu- 
laires. 


Etablissons les formules en coordonnées du produit scalaire. 
Soit e,, -.., e, une base quelconque de l'espace vectoriel eucli- 
dien 7 et soient 


x=ze, +...+z'e, = z'e, 
y=yea +... +uy'e, = y’e, 


deux vecteurs arbitraires de Ÿ.. 
Avec la convention d'Einstein, 


xy = (zie,) (y'e;) = (eie;) z'y”, 


1.e. 
(1) xXY = gi Ÿ, 
avec 
(2) Li = en hj—=1,...,n. 


On note que 


(3) Li = £y quels que soient i, j — 1, ..., n. 


Si n = 1, la formule (1) s'écrit 
- XY — &nT'ÿ, 
OÙ 11 — 1€; 
pour =2,ona 
XY = EnTY + Lil Y° + Ent Y + Bart U* = 
= fuTY + Lie (C'Y° + 2°Y") + Lot y”, 
avec 
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pour nr = à, 
XY = EuT'Y! + Bret Y° + Bas Y + EnTY + Brel Y* + 
+ LosT YU + ET Y" + BaeTY* + EssT'Y° — 
= gril + ge (UY* + 2°") + Bas (C'Y° + 2!) + 
| + Loal°U® + Los (CY + DY*) + gr", 
où 
Bai — Cr@ur Bis — or — C1Cos B13 — 31 — €1€3 
29 — Cole Fos — Be — Cr€s Bas — ses. 
Dans le cas général, on réduit les termes « semblables » : 
xXY= À guz'y +2 guy (xiy + pi). 
La première sommation est faite en ài de 1 à n et la seconde en à 
et j de 1an, i <j. 
On peut écrire (1) en notations matricielles. Soit, comme dans 


la leçon 11, 
. 2=| : | y=| : |, 
z y" 


/ 


et soit G la matrice carrée d'ordre nr 


(4) G=\ 62 -:- £2n 
En! EE £nn 
Considérons la matrice zTGy, où yT = (y', ..., y") (le symbo- 
le T désigne la transposition). Conformément à la règle de multipli- 
cation des matrices rectangulaires, cette matrice est 1 X 1, i.e. c'est 
un nombre. Il est immédiat de le calculer: 


ñn LL 


(9) D} > gi u?, 
i=1 je! 
i.e. ce nombre vaut (1). Ainsi, 
(6) xy = 2TGy. 
Si x = ÿY, On a 
(7) = gti = > gui (x*)2+ 2 D» giyz'z? = 2TGz 


et, en particulier, 
X° = gun (x')° 
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pour r = 1; 
X = gun (T'Y + 28107 7° + geo (2°) 
pour nr = 2; 
X = gui (2) + 2807 2° + 28380 2 + Boo (E°)° + 
.. + 2goat°2 + &ss (z°)° 


Le second membre de (1) est une expression algébrique ((5) en 
‘est une écriture moins conventionnelle) qui constitue un polynôme 
homogène par rapport à deux ensembles d’indéterminées x!, ... 

.., æ" et y!, . .., y" et linéaire en chaque ensemble. Les polyn6- 
mes homogènes s'appellent en général les formes, si bien que (5) 
est une forme bilinéaire. Les formes (5) à coefficients jouissant de la 
propriété () sont dites symétriques. 

Lorsque y! = x}, ..., y" = x", la forme bilinéaire symétrique 
devient (voir (7)) un ‘polynôme homogène de degré 2 en les indétermi- 
nées z', ..., x", i.e. une forme quadratique. Il est clair que la forme 
quadratique définit bien la forme bilinéaire symétrique associée 
(i.e. les coefficients £g,;). Selon l’axiome 15°, la forme (7) est telle que 


gr > 0 


dès que (x!, ..., x") = (0, ..., 0). Ces formes quadratiques (et 
les formes bilinéaires symétriques associées) sont dites définies 
positives. 

Ainsi, la formule (1) (ainsi que la formule équivalente (6)) s'énonce 
en termes de formes : le produit scalaire de deux vecteurs est une forme 
bilinéaire symétrique définie positive de leurs coordonnées. 

La réciproque est également vraie, à savoir on a la 

Proposition 1. Soient Ÿ° un espace vectoriel quelconque, e,, ... 

.., €n une base de Ÿ et g;jr' y” une forme bilinéaire symétrique dé- 
finie positive quelconque en x, ..., z" et y\, ..., y". La formule 
{1) définit dans 7° un produit scalaire. 

Démonstration. Les propriétés de distributivité et d'homogé- 
néité (axiomes 12°, 13°) découlent de l’hypothèse de forme bili- 
néaire : 


gta + sl) y = gui + gi, 
gi r) y = gusrt (ky°) = kgurt y. 
La commutativité (axiome 14°) résulte de la propriété de symétrie 


guy T — gnyx? — gt y = giTiy) . 
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On désigne ici l'indice de sommation par toute lettre non utilisée, à 
savoir 
gnTY = gaix2yÿ (on remplace j par «), 
= g,y22y  (j disponible est substitué à à), 
= LuyTiy (i disponible remplace «). 
Enfin, la positivité (axiome 15°) est garantie par définition par 
la définie positivité de la forme g,;ry. 
Ainsi, on définit dans un même espace vectoriel plusieurs opéra- 


tions de multiplication scalaire, i.e. on le transforme par divers 
procédés en l’espace euclidien. 


Définition 1. La forme g;,,;x'y” (et la forme quadratique associée 
gtx) est la forme métrique de la base donnée e,, . .., e,, et ses 
coefficients g;, en sont les coefficients métriques. 

% + 


La condition de définie positivité impose certaines restrictions 
à g,. Il est clair par exemple que 


gui: > 0 pour tout i=1,...,n. 

Lorsque nr = 1, i.e. on a un seul coefficient g,,, la condition 
£n > 0 est non seulement nécessaire, mais évidemment suffisante 
pour que la forme soit définie positive. 

Soit nr = 2 et gy, > 0. Alors 
Las (21) + got tr + go (x?) = 

sx F 2 2 22811 — î n\9 
= (Veux + ft se) + Ent ie (cop, 
Bit F11 


et la forme est définie positive si et seulement si gesgn — gÿ, > 0. 
Ainsi, la matrice symétrique 


{ Er Liz 
c=( É “). Bo = £a 


"\Sar So 


est la matrice des coefficients métriques d'une base de l’espace vectoriel 
euclidien de dimension 2 sous la condition nécessaire et suffisante 


eu >0, Sir EF 0. 
B21 £22 
Dans le cas r = 3, ces conditions s’écrivent 
Bii 812 S13 
gu>0, : _ >0, Sa 22 La > 0 


831 £a 33 
(on le démontrera au cours du semestre suivant). 
+ À + 


8—01n70 
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Par construction la forme métrique dépend de la base e,, ... 
..., €. Voyons donc les transformations correspondantes dans un 
changement de base (on emploiera les notations matricielles). 


Soient €, . .., ny 1» + + -» En’ deux bases, 
‘x! . x! 
L— PR — D 
À Ad x" 


les matrices uni-colonnes des coordonnées d’un même vecteur x 
dans ces bases, C — GC) la matrice de passage de la première base 
à la seconde et G = (g;;) la matrice des coefficients métriques de 
©, : - -, €n- On a 

z = Czr' et x° = 2xTGx. 


Donc 
x° = (z'TCT) G (Cz°) = z'T (CTGC) x’, 


i.e. la matrice G’ = (g;;) des coefficients métriques de la base 
@jr, « - -» En’ S'eXprime par 


(8) G' = CTGC. 


Autrement dit, 


Définition 2. Une famille e,, ..., e, de vecteurs d’un espace 
euclidien est dite orthonormée si 

a) tout vecteur est de longueur 1; 

b) les vecteurs sont 2 à 2 orthogonaux, i.e. 


1 si i=}, 
0 si ij. 

Définition 3. Les coefficients de Fourier d'un vecteur x par 
rapport à la famille e,, . .., e,, sont par définition les produits 
scalaires Z, = X@,, - - ., Tm — Xem- 

Le vecteur nul a tous ses coefficients de Fourier égaux à 0, mais 
la réciproque n'est en général pas vraie. Si x, = 0, ..., zm — 0 
entraîne x — 0, la famille e,, . .., e,, est dite fermée. 

Proposition 2 (inégalité de Bessel). Etant donnée une famille 
©], : - «> Em Orthonormée, on a pour tout vecteur x 


tit... +im</x/?, 


le vecteur x = X — Ze, — ... — Tme, étant orthogonal à tous les 
vecteurs ©, - . :» @m (i.e. tous ses coefficients de Fourier par rapport 
à la famille e,, ..., em sont nuls). 


e;€; — 
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Démonstration. Il suffit de remarquer que 


et que 
©; (X — Z@ — . . : — Tnêm) = @iX — Tee; = Ti — ZT; = 0 


pour tout i = 1, m. 

On rappelle qu’ une famille de vecteurs (non nécessairement 
orthonormée) est génératrice si tout vecteur de l’espace en est 
combinaison linéaire. 

Définition 4. Une famille de vecteurs orthonormée est dite 
mazimale si elle cesse d’être orthonormée par adjonction d’un vecteur 
arbitraire. 

Proposition 3. Les propriétés suivantes d'une famille orthonormée 
©y, : - -, €n sont équivalentes: 

1) la famille est maximale ; 

2) la famille est fermée ; 

3) la famille est génératrice ; 

4) pour tout vecteur x, 


X = Te +... + Tnen, 


avec Zj, - - «, Th Les coefficients de Fourier de x; 
9) pour tout couple de vecteurs x et y 


(10) XY = Ziÿy +... + Toÿn; 
6) pour tout vecteur x, 
x2=1+...+2, 
i.e. l'inégalité de Bessel a lieu avec le signe égal. 


Démonstration. 
1) = 2). Si l’on az; = 0, ..., x, = Ô pour un vecteur x # 0, 
alors la famille e,, . .., e;, FT 5 avère orthonormée. 


2) = 3). Si x ne s'exprime ie linéairement par e@, - .., en, 
le vecteur x’ de la proposition 2 est non nul et a tous ses coefficients 
de Fourier égaux à 0. 

3) = 4). Six = ke, +...+ k,e,, alors 


z, = Xe; = ki; (exe) = ki. 
g* 
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4) = 5). Six = D re, et y = Ÿ yje, on a 
i 5 


XY — (Ÿ ziei) Q2 yje3) = D 2 Ziy; (eie;) — » TiYi- 


5) = 6). Il suffit de faire x = y dans (10). 
6) = 1). Si la famille e,, . .., e,, x restait orthonormée, on 
aurait 
A=x=r+...+zi=0,. 


car le vecteur x étant orthogonal à e,, . .., e, aurait tous ses coef- 
ficients de Fourier xz;, . .., x, nuls. [ 

L'égalité (10) s'appelle l'égalité de Parseval. 

Remarque. Le résultat x; — k; (voir 3) =- 4)) est obtenu moyen- 
nant la seule propriété d'’orthonormalité de la famille e,, ..., e,. 
Il s'applique à tout vecteur de la forme x=#k,e +...<+%k,e, 
sans aucune hypothèse supplémentaire sur cette famille. Mais x; = 0, 
donc k: — O pour x = 0, i.e. toute famille orthonormée de vecteurs 


est libre. 
* * * 


Définition 5. Si une famille orthonormée de vecteurs constitue 
une base, on dit que cette base est orthonormée. 

Aux termes de la proposition 3. une famille orthonormée est 
une base si et seulement si elle est, ou bien maximale. ou bien fermée, 
ou bien génératrice (ou encore formée de nr vecteurs, nr = dim 7). 
Ceci étant, tout vecteur a pour coordonnées dans la base orthonor- 
mée ses coefficients de Fourier (4) de la proposition 3). 

Dans la suite de l'exposé, nous omettrons donc de parler des 
coefficients de Fourier en rapport avec les bases orthonormées tout 
en désignant par Z1, . .., z, les coordonnées dans une telle base. 

Les vecteurs d’une base orthonormée seront désignés de règle 
par i. - -. in (i, j pour nr — 2et i, j, k pour nr = 3). 

Définition 6. Le repère Oe, ...e, dans l’espace euclidien 
ponctuel relativement à e,, . .., e, orthonormée est dit rectangulai- 
re (ou euclidien, ou encore cartésien). Les coordonnées sont rectangu- 
laires, euclidiennes ou cartésiennes respectivement. La terminologie 
est la même dans le cas de l’espace vectoriel euclidien. 

Une base orthonormée est caractérisée par le fait que la matrice G 
de ses coefficients métriques est la matrice unité £. En coordonnées 
rectangulaires, toutes les formules métriques se simplifient donc 
sensiblement : 


XY = LiYÿi +... + TnYns 
X°=21;+...+2n, 
Ix\=Vzi+... +, 

[AB = V (yi— 2) +... + (Un — za)? 
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(x1, - - ., x, Sont les coordonnées du point À, y,, . .., y, les coor- 
données de B), et ainsi de suite. 

On conçoit qu'on traite d'habitude les espaces euclidiens en 
termes de coordonnées rectangulaires. 

L'existence (pour dim 7” > 0) de bases orthonormées et de coor- 
données rectangulaires découle de suite de la proposition 3. En effet, 


soit a un vecteur non nul quelconque. On le multiplie par Let on 


ja | 
obtient le vecteur e — _ de longueur unité (de tels vecteurs 


sont dits unitaires), i.e. une famille orthonormée à un élément. 
L'existence de familles orthonormées se trouve démontrée. Comme 
toute famille orthonormée est formée de nr — dim Ÿ° vecteurs au 
plus (car elle est libre), il existe des familles orthonormées maxima- 


les, i.e. des bases. 
+ x x 


Chose curieuse, l'existence de bases orthonormées entraîne à elle 
seule des affirmations algébriques non banales. Soit par exemple G 
une matrice symétrique définie positive (i.e. la forme quadratique 
zTGzx est définie positive) quelconque. On choisit dans un espace 
vectoriel 7° (disons, dans R'") une base quelconque e,, ..., e, 
et on le structure en espace euclidien en posant xy = xTGy pour 
x, YEŸ quelconques (voir proposition 1), i.e. en prenant G pour 
matrice des coefficients métriques de la base e,, . .., e,. Il est 
déjà connu qu'il existe dans Ÿ° une base orthonormée i,, . . .. i,. 
Soit C la matrice de passage de i,, . .., in à e,, . .., e,, auquel cas 
G = CT EC = CTC,E étant la matrice des coefficients métriques de 
la base orthonormée i,, . .., i,, i.e. une matrice unité. Inversement, 
étant données une matrice non dégénérée quelconque C, une base 
orthonormée i,, ..., i, d'un espace vectoriel euclidien arbitraire 
F' et e,, . .., e, la base liée à i,, . . ., i, par la matrice de passa- 
ge C, la matrice G des coefficients métriques de e,, ..., e, est 
égale à CT EC = CT C (on sait que G est une matrice symétrique 
définie positive). Ainsi, une condition nécessaire et suffisante pour 
que G soit une matrice symétrique définie positive est qu'il existe une 
matrice non dégénérée C telle que 
(11) G=CTC. 0 


Ce résultat est d’une importance pratique limitée du moment 
qu'il ne permet pas de trouver C connaissant G. On évite cet incon- 
vénient si l’on utilise un des procédés de construction explicite 
d'une base orthonormée i,, . .., i, connaissant toute base e,, ... 

-, €n. Le procédé d’'orthonormalisation de Gram-Schmidt est du 
nombre. 

Il s’agit dans cette méthode de transformer de proche en proche 
une base donnée e,, ..., e, en une base orthonormée. Soit 0 < 
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< k< n. Nous dirons que la base e,, . .., e, est orthonormée jus- 
qu'au numéro k sisa sous-famille e,, . .., e, est orthonormée. Toute 
base est donc orthonormée jusqu’au numéro 0. et une base orthonor- 
mée jusqu'au numéro x n'est rien autre qu'une base orthonormée 
usuelle. On cherche donc un procédé de transformation d'une base 
quelconque e;,, . .., e, orthonormée jusqu’à l'indice À << n en une 
base qui l’est jusqu’au numéro k + 1. 

La méthode proposée par Gram et Schmidt consiste à transformer 
le seul vecteur de base e,,.,. On le remplace par 


ER+1 — Ets — Lies — ee — TRE 


avec z1. . . ., Z, les coefficients de Fourier de x = e,}+, par rapport 
à la famille orthonormée e,. . .., e, (il est naturel que le procédé 
tombe en défaut pour # = 0). Il est clair qu’on obtient encore une 
base. De plus, le vecteur e;;, est orthogonal à tous les e,, .... e, 
(voir proposition 2). On aboutit donc au résultat voulu «en nor- 
mant » ce vecteur, i.e. en le divisant par sa valeur absolue, ce qui 
donne évidemment une base orthonormée jusqu’à l'indice k + 1. O 

On observe que la base orthonormée ainsi obtenue est liée à la 
base primitive par une matrice de passage friangulaire. Ainsi, on 
a trouvé un moyen d'effectuer la décomposition (11) et démontré 
que foute matrice symétrique définie positive G admet la décomposi- 
tion (11). C étant une matrice triangulaire. D 

+ * * 


Nous avons dit plus haut qu'un même espace vectoriel peut être 
structuré en divers espaces euclidiens. On peut par exemple ortho- 
normer toute base donnée à l'avance. 

Néanmoins, il existe pour tout 7 > 0 un seul (dans un sens) 
espace euclidien (vectoriel ou ponctuel). 

Définition 7. Soient 7° et 7°’ deux espaces vectoriels euclidiens. 
Une application @: 7° — 7°’ est un isomorphisme s'il est un iso- 
morphisme des espaces vectoriels associés (voir définition 1, le- 
çon ») et conserve le produit scalaire. i. e. 


p (x) e (y) = xy 


quels que soient x, yE 7. 

Deux espaces vectoriels euclidiens 7° et 7°’ sont isomorphes s'il 
existe au moins un isomorphisme 7° —+ 7°”. 

Théorème 1. Deux espaces vectoriels euclidiens quelconques de 
même dimension n sont isomorphes. L'isomorphisme est défini par 
égalité des coordonnées dans deux bases orthonormées quelconques. 

Démonstration. Il suffit de remarquer que dans toute base 
orthonormée le produit scalaire est défini par la formule 


XY = Tÿy +... + Znÿn. DO 
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Un moyen naturel de transformer R" en un espace euclidien 
est d'affirmer que la base canonique est orthonormée, i. e. de poser 
par définition pour x = (r,, ..., +,) et y = (y,, . .., y,) arbitrai- 
res 

XY = fi tee. + Enÿns 


auquel cas l’isomorphisme de coordonnées associé 7° — 2" est, 
pour toute base orthonormée i,, . . ., i, d'un espace vectoriel eucli- 
dien quelconque 7’, un isomorphisme entre deux espaces euclidiens. 
S'agissant des espaces ponctuels euclidiens, on a évidemment 
des définitions et des résultats analogues. 
+ + + 


Passons aux matrices associées aux changements de base pour 
les bases orthonormées. 

Définition 8. La matrice C de passage d’une base orthonormée 
à une autre est dite orthogonale. 

Comme la matrice des coefficients métriques dans les deux bases 
est la matrice unité Æ, C est orthogonale si et seulement si 


(12) CIC'=E. 
Posons 
Cis-- -Cin 
CEST 3. à: 
Cris Cha 
On voit que l'égalité (12) est équivalente à 2049 relations 
4 Fe Fe 1 si i=)j, 
C:iC Cn;Co ire niCni = : ; 
1iv1J 24027 itnj 0 si is j, 


1, j=1,..., nr, i< j, qui signifient que les colonnes de C consti- 
tuent une famille (une base) orthonormée de vecteurs de R” (en 
effet, ces colonnes sont formées de coordonnées des vecteurs orthonor- 
més par rapport à üne base orthonormée). 

L'égalité (12) équivaut à 


Cl= CT, 
et celle-ci à 
CCT =E. 
La dernière relation signifie que 
1 si i—)j, 
Cincji + + À CinCjn = { 0 siigj, 


&, j — 1, ..., n étant quelconques, i.e. les lignes de C constituent 
une autre famille orthonormée. 
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Faisons le bilan. On a la 

Proposition 4. La matrice C est orthogonale si et seulement si elle 
jouit de l’une quelconque (donc de toute autre) des propriétés suivantes : 

a) CTC=E 

b) la matrice C a ses colonnes orthonormées; 

c) C"t = CT; 

d) CCT =E; 

e) la matrice C a ses lignes orthonormées. CO 

On passe dans a) aux déterminants, il vient, compte tenu de 
det CT = det C, 


(det C}° = 1, 
det C = +. 


Ainsi, le déterminant d’une matrice orthogonale est +1. 

Définition 9. Une matrice orthogonale C est unimodulaire 
si det C = 1. 

J1 est évident que l'inverse d’une matrice orthogonale (resp. 
orthogonale unimodulaire) est une matrice orthogonale (resp. orthogo- 
nale unimodulaire), ainsi que le produit de deux matrices orthogona- 
les (resp. orthogonales unimodulaires) (par exemple, (C:C:)T(C:C2) = 
= CJ(CTC:) Ca = CTCa = E si CJC;, = E et CIC: — E). Algé- 
briquement, l'ensemble de toutes les matrices orthogonales (resp. 
orthogonales unimodulaires) d'ordre nr donné forme un groupe noté 
O (n) (resp. SO (n)). 


* + * 


Quand nr = 1, la matrice orthogonale C = (c,,) n’est rien autre 
que le nombre c;, vérifiant l'égalité c?, — 1, i. e. le groupe orthogo- 
nal O (1) a deux éléments +1, —1, et le groupe spécial orthogonal 
SO (1) est réduit à un seul élément : 


O (1) = {1, —1}, SO (1) = {1}. 
Dans le cas n = 2, on a trois conditions d'ortrogonalité 
Cytcn=1, 
Ci1C12 + C24C22 = 0, 
Co +ci= 1, 


dont la première et la troisième signifient qu’on trouve des angles 
a et B tels que 

Cy — COS Œ,  Coy —= SiN &, 

Cye = COS PB, Ces = sin f, 
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et la deuxième qu'il y a entre & et B la relation 


cos & cos B + sin « sin B = 0, 
1. €. 
cos (B — &) = 0. 


3X . 
TZ i. e. la 


; " ë ELA û 
Ainsi, on a, ou bien f — &œ + =, ou bien f — « + 


matrice C s'écrit 
COS —Ssin a 
sin & COS & 


cosa sin œ 
sinæ —cos a)’ 
et elle est unimodulaire dans le premier cas et non unimodulaire 


dans le second. 
En particulier, {oute matrice orthogonale unimodulaire d'ordre 2 


s'écrit 
COS —Ssin œ 
sin & cos & } ? 


i. e. deux bases orthonormées de même sens i, j et i”, j du plan sont 


ou 


Angle « 
reliées par les formules 
i —= cos aœ-i + sin &-j, 
j —= —sin @-i + cos &:i, 


et les coordonnées correspondantes x, y et x’, y” par 
x = COS &-x  — sin ay’, 
y = sina-xz + cos a-y'. 
Comme ii = cos æ, j'i = —sin æ et |i| = |i | — 1, on ob- 
tient la base i”, j” en faisant tourner d’angle a la base i, j. 


Le cas des matrices orthogonales d’ordre 3 s'avère assez délicat, 
et nous passerons outre. 


+ + * 
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Dans un espace ponctuel euclidien les formuies de transformation 
des coordonnées rectangulaires s’écrivent (sous forme matricielle ; 
voir (7), leçon 11): 

x = Czx’ + b, 
C étant une matrice orthogonale et b une colonne quelconque. Lors- 
que nr = 2, on a en particulier (en désignant les coordonnées par 


zx et y) les formules de transformations des coordonnées rectangulaires 
dans le plan 


x = COS @œ+z — sin &Œ-Y' + To, 
y = sinœ-xz + cos œ-y” + yo, 


avec & l'angle entre les directions positives des axes des abscisses 
des deux systèmes de coordonnées et (x,, ÿ,) les coordonnées de la 
« nouvelle » origine 0° dans l'« ancien » système. 
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Trivecteurs dans l’espace euclidien orienté. — Produit mixte de 
trois vecteurs. — Aire d’un bivecteur dans l’espace euclidien.— 
Vecteur complétant un bivecteur dans l’espace euclidien orienté. — 
Produit vectoriel. — Isomorphisme d'espaces vectoriels de vecteurs 
et de bivecteurs.— Produit vectoriel en coordonnées. — Equation 
normale de la droite dans le plan euclidien. Distance d’un point 
à une droite. — Angles de deux droites dans le plan euclidien. 


Dans l’espace euclidien (de dimension 3), la théorie des bivecteurs 
et des trivecteurs se simplifie et se réduit en fait à celle des vecteurs. 
Plaçons-nous d’abord dans le cas de trivecteurs parce que le plus 
simple. 

*X * + 


Soit 7° un espace euclidien (de dimension 3) quelconque. On le 
suppose orienté et on choisit une base orthonormée directe quel- 
conque i, j, k. Il y a entre i, j, k et une autre base pareille i”, j”, k’ 
la relation définie par une matrice de passage orthogonale unimodu- 
laire. Le déterminant de celle-ci étant +1, on a 


PAÏAK=IAjAR 


(voir (2), leçon 13). Ainsi, le trivecteur A, = i À j A k ne dépend 
pas de la base i, j, k, i. e. il est le mème pour toute base (orthonormée 
directe). 


Puisque %, 0, tout trivecteur À E 7” À 7° A 7 s'écrit 
A _— ax O7 


a étant un nombre. 

Définition 1. Le nombre a s'appelle la grandeur (ou le volume 
orienté) du trivecteur % et | a | en est le volume. 

Conformément à la théorie générale des volumes, la définition 1 
signifie que À, constitue l’étalon de volume dans l'espace, i.e. le 
volume du cube unité (un cube d'’arète un) est 1. Ainsi, en munis- 
sant un espace vectoriel d’une structure euclidienne, on y définit de 
façon unique la mesure des volumes. 


+ à * 


Définition 2. La grandeur du trivecteur a À b /\ c s'appelle 
produit mixte des vecteurs a, b et c et se note (a, b, c). 
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On sait par la formule (3) de la leçon 13 que si a = ai + 
+ ai + ak, b = bi + bij + bk et ce = ci + cùj + ck, alors 


di A 3 
(1) (a, b, c) —|b, b: b;|. 
C1 Co C3 


On observe que le produit mixte dépend de l’orientation de l’es- 
pace : il change de signe si l’on inverse l'orientation. 

Les propriétés algébriques du produit mixte sont naturellement 
les mêmes que celles du produit extérieur: il est distributif (par 
rapport à l'addition), homogène (par rapport à la multiplication 
des vecteurs par des scalaires), anticommutatif (i. e. il change de 
signe par transposition des facteurs) et libre (il est O si et seulement 
si les facteurs sont coplanaires). 

Ce sont exactement les propriétés algébriques des déterminants, 
si bien que le produit mixte n'est rien autre que l'interprétation 
géométrique des déterminants d'ordre 3. 

Ainsi, les trivecteurs dans l’espace euclidien (orienté!) sont rem- 
placés de façon naturelle (sans arbitraire aucun) par des nombres 
(qui en sont les grandeurs), et le produit extérieur de trois vecteurs 
fait place à leur produit mixte. 

+ *X * 


S'agissant des bivecteurs, on se heurte, on s’y attend d'ailleurs, 
à certaines difficultés. 

Soit a — a À b un bivecteur non nul quelconque (d’un espace 
euclidien 7°). Il ne change visiblement pas si l’on substitue à b le 


«= 


vecteur b — Da orthogonal à a. On peut donc supposer dès le 
début sans restreindre la généralité de l'exposé que a et b sont ortho- 
gonaux. On norme ces vecteurs et on met en facteur, il vient pour a 
(2) a —a (e; Â €2), 


e,, € étant orthonormés et a > (. 

La formule (2) avec a = 0 a également lieu pour a = 0. 

Il est immédiat de vérifier que Le nombre a > 0 de (2) est bien 
défini par le bivecteur a. En effet, l’égalité 


a (e,; A e:) =a'(e,; A\e.), 


Là 


avec a> 0, a >> 0, les couples e,, e, et e;, e: étant orthonormés, 
signifie que 
? _? 
ae, =k(ae,) + le, 


e, = k" (ae,) + l'ez, 
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et 
k 1 
4. 
k' 
Dans ce cas, 
ka l 
= € + 7 2 


e. = (h'a)e; + l'es, 


d’où l’orthogonalité de la matrice 


l L] 


donc son déterminant a/a' est +1, et, partant, a” = +a. Les nom- 
bres a et a’ étant positifs par définition sont égaux entre eux. O 

Définition 3. Le nombre a de la formule (2) est l'aire du bivec- 
teur «a. 

Cette définition est correcte par suite des résultats obtenus. 

Avec un espace structuré en espace euclidien, on introduit dans 
chaque plan un étalon d’aire, les étalons de divers plans étant iden- 
tiques dans un sens (qu’on pourrait préciser si besoin est). 

On observe que s'agissant des espaces affines, on ne possède 
aucun procédé naturel pour identifier les étalons d’aire dans des 
plans distincts (non parallèles). 


+ *X * 


Supposons que l’espace euclidien considéré est de dimension 3 
et orienté. (Les bivecteurs de l’espace de dimension 2 sont peu inté- 
ressants du fait qu’ils sont complètement analogues aux trivecteurs 
dans l’espace de dimension 3 et constituent une image géométrique 
fidèle des déterminants d'ordre 2). 

La première chose à dire est que pour tout couple de vecteurs ortho- 
normés e, et e, il existe un, et un seul, vecteur e, tel que e,, e., e; 
forment une base orthonormée directe. 

En effet, la famille orthonormée e,, e. n'est pas génératrice, 
si bien qu'elle n'est pas maximale (voir proposition 3, leçon 14). 
Il existe donc un vecteur e, tel que e,, e:, e, soient une base ortho- 
normée. Si la base est directe. l’existence de e, se trouve démontrée. 
Dans le cas contraire, il suffit de changer le signe de e,. Soit un 
vecteur 


e, = ae, + be, -- ce; 
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tel que e,, e., e. constituent une base orthonormée directe. La 


matrice 
1 O a 
6: 
0 O0 c 


\ 


étant la matrice de passage de e,, e,, e, à e,, e.. e, est orthogonale 
unimodulaire, ce qui n’est possible que pour a = b = 0, c = i. 
Le vecteur e, est donc unique. CO 

Définition 4. On appelle vecteur complétant le bivecteur (2), et on 
note at, un vecteur défini par la formule 


at — ge;, 


e, étant le vecteur tel que e,, e., e, constituent une base orthonormée 
directe. 

On vérifie le caractère correct de la définition sous la condition 
suffisante « si e,, €, e, et e,, e., e. sont des bases orthonormées de 
nee sens telles que e, À\ e, = e, À\ e., alors e, = e, ». 

oit 


k, ko k: É 
Li dr Îs | 
Ms Mo Ma, 


la matrice de passage de e,, e., e, à e,, e., e,. Elle est orthogonale et 
unimodulaire de sorte que 


Ki+ kr+ki=1, k, ki k3 
P+E+E—1, et [1 L 1 |=1. 
mi+mi+mi= 1 Mi Mo Ms 


D'autre part, on a 
m =0, m =0 
(car e, À\ e, — e, /\ e2), et la matrice 
k, ko 
(a 2) 
(évidemment orthogonale) est unimodulaire. Ainsi 
ki+ki=1, … H ko 
E+E=1  |4e 


Les relations écrites entraînent de suite #4; = 0, L,; = 0, m3 = 1, 
si bien que e3 = es. 0 


= 1. 


+ + + 
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Définition 5. On appelle le produit vectoriel de deux vecteurs 
a et b, et on note a X b, le vecteur complétant le produit extérieur 


a À b: 
a Xb= (a À b):. 


Revenons au produit mixte (a, b, c) et démontrons la 
Proposition 1. Quels que soient trois vecteurs a, b, c,on a 


(a, b, c) = (a X b)c. 


Démonstration. La formule est triviale pour a X b — 0. Soit 
a X b 0. On construit le vecteur a X b en mettant le bivecteur 
a A b 0 sous la forme 


a AÂb=at(e, À e.), 


avec a> 0 et e,, e, des vecteurs orthonormés. On raisonne comme 
plus haut et on a évidemment les formules 


a — je; 
b — be, + b.e., 
d'où a A b = a,b, (e, \ e.). Aussi a = a;b,, donc a X b — 
= dib,es, avec e, le vecteur complétant e,, e.. 
Si 


1 
C — C1 + Cae + Cases 


on a donc (a X b) ce = a,b.c:. Or, 


a db c 
(a, b,c)=|0 6, c:|— abs. 
0 0 « 


Ainsi (a X b)c =(a, b, c). CO 
Proposition 2. Le produit vectoriel est distributif par rapport à 
l'addition, i. e. 
aXb+c)=axb+axe 
pour n'importe quels trois vecteurs a, b, c. 
Démonstration. Soit x un vecteur quelconque. On a par suite 
de la propriété distributive des produits mixte et scalaire 
(a Xb+c)x=ab+c)x= (a, b, x) + (a, ce, x) — 
= (a Xb)jx+(axXc)x=(aXb+a X ce) x. 
On prend pour x les vecteurs d’une base e,, e,, e, et on en tire que 


les vecteurs a X (b + c) et a X b + a X ce ont tous leurs coeffi- 
cients de Fourier identiques. On identifie donc ces vecteurs. 
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Conséquence. Le vecteur complétant la somme de deux bivecteurs 
est égal à la somme des vecteurs complétant les termes, i. e. 


(a + D) = at +6: 
quels que soient les bivecteurs a et b. 
C'est en fait une reformulation de la proposition 2. 
Proposition 3. Le produit vectoriel est homogène et anticommuta- 
dif, i. e. 
k (a X b) = ka X b = a X kb, 
bXa——aXxb 


pour tout nombre k et tout couple de vecteurs a et b. 

Démonstration. La première affirmation découle de suite de 
l’'homogénéité des produits mixte et scalaire (cf. démonstration de 
la proposition 2), et la seconde résulte de la première et de la pro- 
priété anticommutative du produit extérieur. [] 

Conséquence. Pour tout nombre k et tout bivecteur a on a l'éga- 
lité 

(ka)! = kat. [ 

On observe que ce résultat s'obtient immédiatement de façon 
élémentaire. En effet, si a —a(e, À e,) et alt —aes, alors 
ka — ka(e, À e.) pour k=>0, donc (ka)! — kae,; — kal. Si 
k<O0, alors ka —l|kla(e; A e;) et, partant, (ka)! — 
— |[k |a(—e,) — kae,; — kal du moment que e:, e,;, —e, est 
une base orthonormée directe. 

C'est encore la démonstration directe de la proposition 3 (à ce 
qu'il paraît il n’en existe pas pour la proposition 2). 

Théorème 1. La correspondance a» al est un isomorphisme 
de l’espace vectoriel 7° }\ 7° sur l’espace vectoriel T°. 

Démonstration. Etant données deux conséquences ci-dessus, il 
faut montrer que a a! est une bijection, i. e. que pour tout 
vecteur a il existe un bivecteur a et un seul tel que at — a. 

Soit a la longueur de a, i. c. a — ae,, avec e; un vecteur unitaire 
{il est bien défini pour a 0.et arbitraire dans le cas contraire). 
Soient e, et e, deux vecteurs tels que e,, e.. e, constituent une base 
orthonormée directe (il est immédiat que ces vecteurs existent) 
et soit a = a (e, À\ e:). Par définition at — a, i.e. on a démon- 
tré l'existence de «. | 

L'unicité se démontre sous la condition suffisante qu'étant don- 
nées deux bases orthonormées de même sens e,, e, €, et e,, €,, €, 
l'égalité e, = e, implique e, À e, — e, /\ e.. Or, ce résultat est 
quasi évident. En effet, e, — e:, si bien que la matrice de passage 
de e,. €, e, à e;, e., e. est de la forme 

k, k2 0 
LL, L 0 
M, Mo À 
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La condition d'orthogonalité de la dernière ligne donne 
mi +mi+1=1, 
d’où m, = 0 et m; — 0. Donc 
e, = kie; + lez, 
€, — Ke + bre, 
et 
k, ke 
L L|. 
Par conséquent, e: À e, = e, À es D 
Conséquence. Le produit vectoriel est libre, i.e. a X b = 0 si 
et seulement si a et b sont colinéaires. 
Il est important de remarquer que la correspondance complète 
entre les bivecteurs et les vecteurs (théorème 1) n'est possible que 


pour r = 3 et pour une certaine orientation de l’espace. 
k + * 


Toute base orthonormée directe i, j, k vérifie évidemment les 
formules 


GAk=i kRAit=j GAÏt=RE, 


jxk=i, kXi=j, iXj—=k. 
Il en résulte (cf. (8), leçon (8)) que pour tout a et tout b définis 
par 
a=ai+a.i—+ajk et b = bi + b,j + b:k 

on a la formule 

i j k 
axb—|a, à a:|. 

b, bd; bs 


Il y a lieu de souligner qu’en plus de son caractère orthonormal, la 
base i, j, k est supposée directe. 


Par construction, la longueur | a X b | du produit vectoriel 
a X b est égale à l’aire S du parallélogramme construit sur a et b. 
A2 3 a a3f , [a æ&l 


Aussi 
de AE +6, 8,1 * |, », 


Si le plan ou l’espace sont munis de la structure euclidienne (du 
produit scalaire), on enrichit sensiblement la théorie des droites 


9—N1070 
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et des plans. Voyons d’abord ce qu'il en advient des droites dans 


le plan. 
Soient, dans le plan euclidien, un vecteur non nul quelconque 


n et un point M,. 
L'ensemble des points M du plan pour lesquels le vecteur n est 


—— 
orthogonal à MM, ï.e. 
—— 


est, on le voit aisément, une droite passant par À/,. En effet, la 
condition (3) s’écrit en coordonnées rectangulaires 


À (z — zo) + B (y — yo) = 0, 


avec À, B les coordonnées de n, zx, y et x,, y, les coordonnées de M 


et M, respectivement. [] 
On dit du vecteur n qu’il est orthogonal à la droite. Il est bien 
défini, à la colinéarité près, par celle-ci. Toute équation de la droite 


(4) Az +By+C=0 


(en coordonnées rectangulaires) définit le vecteur n (4, B) ortho- 
gonal à la droite. Si le vecteur est normé, i.e. si 4° + B° = 1, 
et C0, alors l’équation (4) est l'équation normale de la droite. 
L'équation normale s'écrit d'ordinaire 


(5) zcosa +ysinæa—p=0, 


a étant l’angle du vecteur n et du vecteur unitaire i de l'axe des 
abscisses. On ramène (4) à la forme (5) en la divisant par JV A* + B:, 
C< 0, et par — Y 4° + B?,C> 0. 

On introduit le rayon vecteur r (x, y) et le vecteur unitaire 
n (cos «, sin æ) et on met l’équation (5) sous forme vectorielle 
(6) _nr—p=t0. 


Définition 6. Deux droites sont perpendiculaires si leurs vec- 
teurs directeurs sont orthogonaux. Soit NV le point d’intersection 
d’une droite passant par un point donné M perpendiculairement 
à la droite (6) (on vérifie de suite l’existence et l'unicité). La lon- 

ueur d = | NM | du segment NM s'appelle la distance du point M 
à la droite (6). 
Cette distance est évidemraent égale à la valeur absolue du pro- 
— 
duit scalaire nVM — n (r — 5). où r et s sont les rayons vecteurs de 
M et N respectivement. Le point W est situé sur la droite (6), donc 
ns. — p. Par conséquent, 


(7) d=|nr—-p|=|zcosa+ysina—pl|. 


LEÇON 15 131 


La formule (7) révèle le rôle des équations normales. 

Lorsque p 0, la quantité nr — p est positive (elle est donc 
égale à d) si et seulement si le point M n'appartient pas au demi- 
plan contenant l’origine des coordonnées. 

k à * 


Généralement, définir univoquement l'angle @ de deux droites 
dans le plan euclidien est une opération plutôt encombrante. Il est 
déjà apparu (leçon 13) qu'en le définissant bonnement et simplement 
comme angle des vecteurs directeurs, on a en général 4 valeurs distinc- 
tes. Si l'on impose la condition 0 q< rx (auquel cas les angles 
pourraient être qualifiés de géométriques élémentaires), on a quand 
même à choisir entre deux angles adjacents supplémentaires (dont 
la somme est x). 

Soient 
(8) Az + By+C—=0e A;x + By +C=0 
les équations (en coordonnées rectangulaires) des droites considé- 
rées. On prend naturellement pour ç l'angle des vecteurs direc- 
teurs a (B, —A) et a, (B,, —A,) (qui donnent l'orientation définie 
par (8) des droites; cf. leçon 11). Donc 

AA: + BB: 
V' A+ Bi V AFF Bi 
La condition (9) avec 0< p< x définit univoquement l’angle . 
Il est aigu pour AA, + BB,> 0, obtus pour A4, + BB, < 0 et 
droit pour AA, + BB, = 0. 
En particulier, les droites (8) sont perpendiculaires si et seulement si 
AA; + BB, + de 

Au lieu d'imposer la restriction géométrique élémentaire 0< 
< p< 7, on peut exiger que la somme œ + = soit l’un des angles 
formés par les vecteurs a (B, —A) et n, (4,, B;). Vu que 

I . A . . 
cos (œ + 5) —= —sin p, cela équivaut à la condition 
10 sin o = "121 418 
PU VA TB VAR RE 
Les formules (9) et (10) définissent bien l'angle q@, —1 < PL FT. 
Sa valeur absolue est égale à l'angle ® géométrique élémentaire. 
Une autre manière de fixer œ@ est de chercher l'angle géométri- 


que élémentaire dont la tangente est la même que celle de l'angle +. 
Autrement dit, cet angle est bien défini par la formule 


(11) PTE 


AAi+ BB 
et la condition 0 @< x. 


y* 


(9) cos p — 
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On recourt d'ordinaire à ce procédé quand les droites sont don- 
nées par les équations 


(12) y= kr +b, y = k;x + b,, 
auquel cas la formule (11) se récrit 
gp= LE. 
En particulier, les droites (12) sont 
parallèles } | { k=ks, 
per pendiculaires kk, = —1, 


et dans ce cas seulement. 
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Plan dans l’espace euclidien.— Distance d’un point à un plan.— 
Angle de deux plans. Angle d’une droite et d’un plan. Angle de deux 
droites. — Distance d’un point à une droite dans l’espace.— Distance 
de deux droites dans l’espace. — Equation de Ia perpendiculaire 
commune à deux droites non coplanaires dans l’espace. 


La situation est la même pour deux plans dans l’espace eucli- 
dien. 

Etant donné un vecteur non nul quelconque n (4, B, C), l'en- 
semble de tous les points if (x, y, z) de l’espace tels que 


—— 
avec M, (Zo, Yo Zo) Un point fixe, constitue le plan 
A (c— 20) + B (y — yo) + CG — 20) = 0. 


On dit que le vecteur n est orthogonal à ce plan. Il s’agit du vecteur 
complétant le bivecteur directeur du plan, si bien qu'il est bien 
défini par le plan à la colinéarité près. 

Toute équation du plan 
(1) A+ By HCz + D = 0 
(en coordonnées rectangulaires) définit un vecteur n (4, B, C) 
orthogonal au plan. Si n (4, B, C) est normé, i. e. si À° + B° + 
+ C = 1, et D< 0, alors l'équation (1) s'appelle l'équation nor- 
male du plan. Son écriture usuelle est 
(2) x cos &« + y cos B + z cos y — p = 0, 
où &, $, y sont les angles formés par n et les vecteurs de base i, j, k, 
et p< 0. On ramène l’équation (1) à la forme (2) en la divisant par 
VA? + B°+C? (cas D<0) ou par — V A? + B° + C? (cas 
D > 0). 

L’équation (2) s'écrit en notations vectorielles 
(3, nr — p = (. 

Définition 1. Si le vecteur directeur d’une droite est colinéaire 
à n, la droite est dite perpendiculaire au plan (3). Soit N le point 
d’intersection de la droite passant par un point donné M et perpen- 
diculaire au plan (3) avec ce plan. La longueur d = | NM | du seg- 
ment VM s'appelle la distance du point M au plan (3). 
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On imite le cas d’un point et d’une droite pour démontrer que 
la distance du point M au plan (3) s'exprime par la formule 
d=|nr—pl|, 


r étant le rayon vecteur de M. 
Xk + *% 


L’angle de deux plans est défini comme angle de deux vecteurs 
orthogonaux à ces plans. On le fixe univoquement par les trois 
procédés décrits pour l’angle de deux droites dans le plan et on 
obtient des formules analogues. On le vérifie trivialement, si bien 
qu’on passera outre. On observe seulement que deux plans 


Az + By+Cz+D=0 et A;x + B;y+Cz+D, =0 
sont perpendiculaires (i. e. l'angle de ces plans vaut x/2) si et seule- 


ment si l'on a 
AA, + BB; + CC: — 0. 


On définit de même l'angle formé par une droite et un plan comme 
l'angle complémentaire de l’angle entre le vecteur directeur 
a (l, m, n) de la droite et le vecteur n (4, B, C) orthogonal au 
plan sous certaines conditions supplémentaires qui garantissent 
l’unicité. Cet angle est donné par la formule 


Al+Bm+Cn 
VAEAEC VER 


En particulier, une droite et un plan sont perpendiculaires si et seule- 
ment Si 


sin @® — 


AI + Bm + Cn =t. 


Enfin, l'angle de deux droites dans l’espace se définit moyennant 
la règle générale (comme l’angle de leurs vecteurs directeurs 
a (!, m, n)et a, (l,, m1, m)), si bien qu’on a la formule 

Ui+mmitnn: 
VE mins Vent 

Les notions de distance d'un point à une droite dans l’espace et 
de distance de deux droites dans l’espace sont plus intéressantes. 

Par une droite quelconque r = r, + {a et un point arbitraire 
M (r) non sur cette droite, il passe un plan et un seul (c’est le plan 

—— 
passant par le point M, (rs), dont le bivecteur directeur est M,M /\ a). 
La distance d de M à la droite du plan est par définition la distance 
de M à la droite dans l'espace. 

Selon cette définition, on calcule d en cherchant un point W de 
la droite tel que VAf soit perpendiculaire à la droite donnée, i. e. 

= 


COS p— 


que le vecteur NM soit orthogonal au vecteur a. Alors d est égale 
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— 
à la longueur de NM, i.e. 
— 
NM = de,, 
€, étant un vecteur unitaire, et donc 
— 
NM N\a=ad(e, À e2), 


où a est la longueur du vecteur a et e, — _ . Les vecteurs e, et e, 
sont unitaires et orthogonaux (ils forment une famille orthonormée), 


—> 
si bien que la dernière formule entraîne | NM /\ a | = ad, i.e. 
À — 
d= 2. INM X a|. 


D'autre part, le point NV est situé sur la droite donnée, et son 
rayon vecteur s s'écrit donc ro + fa, ft, étant un nombre. Aussi 


—> 
NM =r— (rs + ta) = (r — ro) — ta, donc 
—} 
NM X a = (r—r0) X a. 
Ainsi, on a établi la formule 
d=+ |(r— ro) X a| 


ou, en coordonnées, 


Y— Yo 2—20 |? T— To Z2—20 |? Z— 20 Y—4Y0|*? 
d2= m n +] Î n + l m 
n [+ mini . 
Soient 
(4) r=r +sa, r=r, +tb 


deux droites non parallèles et non coplanaires dans l’espace. On véri- 
fie qu’il existe un couple de nombres (so, to) et un seul tel que la droite 
NoN, passant par les points N, (n,) et N, (n,), où n, = ro + Soa, 
n, =1r, + {0b, soit perpendiculaire aux deux droites (4). 

En effet, la droite NN, a le vecteur directeur n, — n, = 
= (r — ro) + {ob — sa, et elle est perpendiculaire aux droites (4) 
si et seulement si (n, — n,) a = Oet (n, — n,)b = O0, iï.e. si 


(r, — ro) a + tba — soa° = 0, 
(r — ro) b + t9b° — sçab = 0. 
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On achève la démonstration si l’on remarque que ce système d’équa- 
tions linéaires en s,, {, admet une solution unique 


(r1— ro) a ab a° (r1— ro) a 


_ (r1 — ro) b b? … ab (F1 — ro) b 
So — a? ab » do — a? ab 
ab b? ab b? 


(Le dénominateur est non nul parce que a et b ne sont pas colinéai- 


res.) 
La droite NN, est la perpendiculaire commune aux droites non 
coplanaires, et la longueur d = | NN, | du segment N,N, est 


la distance de ces droites. 

Le nom du nombre d provient du résultat facile à établir: pour 
tout point M, de la droite r — r, + sa et tout point M, de la droite 

= r, + tb, on a l'inégalité 
MM 1> No; |, 
l'égalité étant stricte dans le seul cas où M, = N,, M, = N,. En 
effet, 
| MoM [° = (1 ot ro) + tb Fr. sa)° — 
= {[r1 — ro) + éob — soal + (t — to) b — (s — so) aj° — 
= ((m — 09) + É— to) b — (s — So) a) = (mn — n)° + 
+ [EG — t)b — (s — so) a 
car (n, — n,) a = 0 et (n, — n,) b = 0 (théorème de Pythagore). 
Aussi 
| MoM Ê>  — 00) = No: f°, 
l'égalité n'ayant lieu que pour s = s, { = to. [ 
——> 

On observe que le produit mixte (M,M,, a, b) ne dépend pas 

des points M, et M, des droites (4) parce que si l’on en choisit d’au- 
——+ 
tres, on adjoint au vecteur M,M, une combinaison linéaire de a 
et b. Mais ce produit est égal à [(r, — r), a, b]l pour s = 0, t — 0 
—— 
et à NN; (aXb)=+INN|-la Xb]| pour s=s, t =t 
_—— 
(vu la colinéarité des vecteurs V,N, et a X b). Par conséquent, 
= Hz ro), a bj| 
[a X b| ’ 


et en coordonnées 
T1 To V1 Yo 21 20 
m nt 
l m1 n 


” A VA CC ER | 
V’: mi a LA li 2 + li "A 
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où !, m, n sont les coordonnées du vecteur directeur a; L,, m,. n; 
les coordonnées du vecteur directeur b; xs, Yo, Z0 les coordonnées 
du rayon vecteur r, et z;, y, 2, celles du rayon vecteur r.. 

Ainsi, la formule (5) donne la distance de deux droites non paral- 
lèles 
(6) T— Lo = Y— Yo = 2 — 20 


l m n l m ] ni 


S'agissant de la droite N,NW,, on connaît le rayon vecteur de son 


_——> 

point W, et le vecteur directeur V,N,, si bien qu'on écrit l'équation 
paramétrique de cette droite, qui devient par des transformations 
identiques évidentes 


({—t)ro+tr, —(1—t)a tb 
(r1 — ro) a a? ab 
Le (r1 — ro) b ab b° 
a® ab à 
ab b° 


On peut définir cette droite comme une ligne intersection de deux 
plans dont l’un passe par le point M5 (xs, Yo: Zo) et a le bivecteur 


—— 
directeur a /\ NN; (ou, ce qui revient au même, le bivecteur direc- 
teur a /\ (a X b)) et l’autre passe par le point M, (x,, y, z) et 
a pour bivecteur directeur b À (a X b), i. e. on la caractérise par 
les équations 


([T— Lo Y—Yo Z2—2 
l m n 9 
m n ln l m || ” 
Mi D L'on [lu m 

T— JL; Yy—Y1 Z2—32: 
l, m, Hi, _0 
mn ln Im ll 
mm, nm; 4 l nm, l mt, 
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Parabole.— Ellipse. — Propriété focale de l’ellipse. Ellipse définie 
par foyer et directrice. — Hyperbole.— Propriété focale de l’hyper- 
bole. Hyperbole définie par foyer et directrice. 


Dans cette leçon, nous nous proposons d’étudier trois courbes 
remarquables du plan euclidien que sont la parabole, l’ellipse et 
l'hyperbole. Bien que de formes différentes, elles constituent natu- 
rellement, on va le voir, un seul groupe. 


+ + * 


Définition 1. On appelle parabole une courbe du plan euclidien, 
dont l’équation en coordonnées rectangulaires x, y s'écrit 


(1) y® = 2pz, où p > 0. 


Chose à noter, nous ne donnons pas de définition générale d’une 
courbe du moment que nous nous passerons de théorèmes relatifs 
à des « courbes en général ». Une courbe est pour nous une « partie 
du plan », mais ce terme a ici un sens plus restreint déterminé par 
la tradition. 

L'«équation»s d’une courbe sera par définition une relation quel- 
conque entre les coordonnées zx, y qui n’est satisfaite que lorsque le 
point M (x, y) de coordonnées zx, y appartient à la courbe considérée. 
Loin d’être une définition rigoureuse, cette phrase n'a d'autre 
ambition que de décrire une notion suffisamment floue. Nous ne 
parlerons donc pas de liens entre les «équations» et les « courbes ». 
Nous ne dirons pas que toute courbe est définie par une équation ni 
que toute équation définit une courbe. Mais quand nous définirons 
une courbe particulière (ou une classe de courbes), nous donnerons 
toujours une équation correspondante. 

En fait, on pourrait se passer des notions de courbe et de son 
équation si cette façon d'agir ne se soldait pas par des formulations 
inhabituelles et laborieuses. La définition 1 s’énoncerait par exem- 
ple comme suit: un ensemble de points du plan s'appelle parabole 
s’il existe un système de coordonnées rectangulaires x, y et un nombre 
p > 0 tels que le point M (x, y) appartienne à cet ensemble si et 
seulement si y* = 2pz. 
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Les coordonnées rectangulaires x, y de la définition 1 s’appel- 
lent coordonnées canoniques de la parabole et l’équation (1) est son 
équation canonique. 

L'axe des abscisses du système canonique est axe de symétrie 
de la parabole (parce que l'équation (1) ne change pas si y change 
de signe). C'est la raison pour laquelle cette droite s'appelle axe 
de la parabole (on dit des fois que c’est l'axe focal). 

Quand z 0, l'équation (1) n’est vérifiée par aucun point, i.e. 
la parabole se situe tout entière dans le demi-plan x > 0. 

La parabole (1) coupe l’axe des ordonnées z = 0 en un seul point 
O (0, 0) qui est son sommet. 

Les deux propriétés citées entraînent de suite que l'axe de la 
parabole est son seul axe de symétrie. 

Le rapport 


tend vers zéro lorsque x —> +00. Cela signifie qu’à partir d’un z 
suffisamment grand, la parabole est contenue dans tout angle de 
bissectrice le demi-axe positif de 
l'axe des abscisses. Géométrique- 
ment, un observateur placé suivant 
Ox et regardant dans la direction 
des z croissants voit la parabole 
converger vers un point bien qu'elle 
s'écarte aussi loin qu’on le veut 
de l’axe des abscisses (| y | —- + 
si T— Ho). 

On souligne que l'axe et le 
sommet de la parabole se définissent 
bien d'une manière purement géo- 
métrique sans faire appel à des 
coordonnées: l'axe est l’axe de Parabole 
symétrie et le sommet est le point 
commun à l’axe et à la courbe. Cela signifie que les axes du système 
de coordonnées canoniques sont bien définis par la parabole: l’axe 
des abscisses est l’axe de la courbe et l’axe des ordonnées est la droite 
passant par le sommet perpendiculairement à l’axe. Le sens positif 
de l’axe des abscisses est également déterminé par la parabole (en 
tant que sens qui définit le sens + dans le demi-plan contenant la 
parabole). 

Ainsi, on peut dire que les coordonnées canoniques sont bien 
définies par la parabole à un changement d'orientation de l’axe des 
ordonnées (i. e. au changement de signe de y) près. 
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Aussi les éléments de la parabole qui sont définis par les coordon- 
nées canoniques, mais ne dépendent pas de l'orientation de l’axe 
des y sont invariants. Ce sont 

le nombre p, paramètre, 

le nombre p/2, distance focale, 

le point (p/2, O), foyer, 

la droite zx — —p/2, directrice. 

On vérifie de suite que la parabole est l'ensemble (ou encore le 
lieu géométrique) des points équidistants du foyer et de la directrice. 
En effet, la condition de points équidistants 


AR ATEET 


devient par l'élévation au carré et la réduction des termes semblables 
l'équation (1). Inversement, si y® — 2px, on est évidemment dans 
cette condition. [] 

+ + # 


Définition 2. On appelle ellipse une courbe du plan euclidien 
dont l’équation en coordonnées rectangulaires x, y s'écrit 
(2) + = 1, où a>b>0. 

Les coordonnées x, y sont alors dites canoniques (pour l’ellipse), 
et l'équation (2) s'appelle l'équation canonique de l’ellipse. 

Lorsque b = a, l’ellipse a pour équation 


(3) z° + y* = a° 


qui définit évidemment une circonférence de rayon «a et de centre 
O (0, 0), i. e. la circonférence est un cas particulier de l’ellipse. 
Plaçons-nous dans le cas b << a et interrogeons-nous sur la rela- 
tion entre l’ellipse (2) et la circonférence (3). Soit k — b/a. Si un 
point de coordonnées x, y appartient à la circonférence (3), alors 


é ku)? 
le point de coordonnées x, ky est sur la courbe (2) (car + = 


24 2 ; se NU. 
—- +3 — 1) et vice versa. Autrement dit, l’ellipse considérée 


s'obtient de (3) par la transformation (x, y) (x, ky) qui est une 
contraction de rapport k des ordonnées relatives à l'axe des abscis- 
ses. Cette image géométrique donne une idée assez nette de la forme 
de l’ellipse, et, ce qui plus est, elle démontre (du moment que 
k <<1) qu’à part +(a, 0) tous les points de l’ellipse (2) sont inté- 
rieurs à la circonférence (3). 

Si b — a, toute droite passant par le point O (0, 0) est axe de 
symétrie de l’ellipse. Comme l'équation (2) contient les seuls carrés 
des coordonnées, les axes de coordonnées sont des axes de symétrie 
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de l’ellipse pour a et b quelconques. Le point © (0, 0) étant le point 
d’intersection des axes de symétrie est le centre de symétrie de 
l’ellipse. 

Il se trouve que l’ellipse ne possède pas d’autres axes de symétrie 
pour b << a. En effet, tout axe de symétrie de l’ellipse passe par son 
centre de symétrie © (0, 0), et il constitue donc un axe de symétrie 
de la circonférence (3). Aussi la sy- 
métrie par rapport à cet axe doit 
conserver les points d'’intersection 
de la circonférence (3) et de l’ellip- 
se (2) qui sont, on le sait déjà, les 
points (+a, 0). Par conséquent, ou 
bien cette symétrie laisse fixes les 
points (a, 0), (—a, 0), ou bien 
elle les échange. Dans le premier 
cas, l'axe de symétrie est l'axe 
des abscisses du système de coor- 
données canoniques et dans le se- 
cond, c’est l’axe des ordonnées. 

Ainsi, les systèmes de coordon- Ellipse 
nées canoniques sont bien déter- 
minés pour b << a par l’ellipse, si bien que les coordonnées canoni- 
ques sont uniques au signe près. 

Pour b <a, tous les éléments de l’ellipse définis par les coordon- 
nées canoniques et indépendants de l'orientation des axes de coor- 


données (i.e. fixes dans tout changement de signe des coordonnées) 
sont donc invariants. 


Ces éléments sont 

le nombre a, demi grand axe, 

le nombre b, demi petit axe, 

le nombre c = V'a° — b°, excentricité linéaire, 
le nombre 2c, distance focale, 


Sie ha 
le nombre e = c/a = V1 + , excentricité (évidemment, 
O< e <1), 


b- a 
le nombre p =—, paramètre, 


l'axe des abscisses, grand axe (ou axe focal), 

l'axe des ordonnées, petit axe, 

le point © (0, 0), centre, 

les points (+a, 0), (0, Hb), sommets, 

les points (+c, 0), foyers, 

les droites x — —+a/e, e = 0. directrices. 

Le foyer et la directrice sont dites de droite ou de gauche selon 
qu'ils sont (c, 0), a/e ou (—c, 0), —a/e. Ils sont donc de même sens 
ou de sens contraires. Cette relation entre le foyer et la directrice est 
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géométriquement invariante, tandis que les propriétés « le foyer 
(resp. directrice) est de droite ou de gauche » dépendent de l’orienta- 
tion de l’axe des abscisses. 

S'agissant de la circonférence b = a, c—=0,e—=0, p—=a, les 
foyers se confondent avec le centre et les directrices sont indéter- 
minées. 

& + * 


Le segment réunissant un point M (x, y) de l'ellipse au foyer 
est le rayon focal de ce point. Il y en a deux, celui de droite et celui 
de gauche. 

La longueur r, du rayon focal de gauche vérifie l'équation 


= (c++ = (c++ (1-5) = 
= (1—5 )et+220+er+ ee L x?+ 2xc + a — 


= 2x2 + 2zea+ a? = (ex + a)°. 


Comme | zx | a, donc | ex | < a, il en résulte 
T\, = a + ex. 


On démontre de même, pour la longueur du rayon focal de droite 


Ta = QG — et. 
Donc 
T] + To —_— 2a. 


Inversement, soit M (x, y) un point du plan tel que la somme de 
ses distances aux foyers de l’ellipse vaut 2a: 


VE+ + +VE— + y = 20. 


On effectue plusieurs transformations évidentes (extraction de Ja 
racine, élévation au carré, réduction des termes semblables, extrac- 
tion de la racine et élévation au carré) et on obtient l'équation (2), 
i.e. l’ellipse (2) est le lieu géométrique des points dont la somme des 
distances aux foyers est égale à 2a. 

Cette propriété de l’ellipse est connue sous le nom de propriété 
focale. 

La distance du point M (x, y) de l'ellipse (2) à la directrice de 
gauche x — —a/e est égale à 


a | lez+al| Fr 
je+< Eee. 
et celle à la directrice de droite à 
a ex — Q Tr 
|z—+ Et à PRE 1 
e € € 
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Inversement, si 


VER efs 2 € 


alors 

G+c+y=(exz+a), 
donc 

(4 — e°) z° + y* = a° — cc, 


ce qui équivaut évidemment à l'équation (2). Ainsi, l'ellipse (2) 
est le lieu géométrique des points dont le rapport des distances au foyer 
et à la directrice correspondante est égal à e. 

Cette propriété de l’ellipse est parfaitement analogue à celle 
de la parabole, si bien que la parabole est une sorte d’ellipse d’ex- 


centricité e = f{. 
+ + * 


Définition 3. On appelle hyperbole une courbe du plan eucli- 
dien, dont l'équation en coordonnées rectangulaires x, y s'écrit 


(4) Lim, où a>0, b>0. 
Les coordonnées correspondantes sont dites canoniques (pour l'hy- 
perbole) et (4) constitue l'équation canonique de cette courbe. 
Sib=a,on a l’hyperbole éguilatère. Son équation 


6) Sp = 
s'écrit en coordonnées 


um), v= (+) 


(rectangulaires elles aussi) : 
uv = 24°, 


i.e. lhyperbole équilatère rapportée aux coordonnées v, v est la 
courbe représentative des grandeurs inversement proportionnelles, qui 
nous est connue dès l’école secondaire. En passant aux coordonnées 
z, y, on obtient donc la même courbe tournée de 1/4. 

Lorsque u — oo (resp. Lt —> oo), la courbe représentative 
dudit rapport de proportionnalité se rapproche progressivement 
de l’axe des abscisses & — 0 (resp. de l’axe des ordonnées u = O0), 
i.e. elle admet ces axes comme asymptotes. En coordonnées canoni- 
ques zx, y, ces asymptotes sont les bissectrices y = x et y = —zr des 
angles formés par les axes de coordonnées. 

On passe de l’hyperbole équilatère (5) à l'hyperbole ordinaire (4) 
par contraction (x, y)— (x, ky) de rapport À — b/a des ordonnées 
relatives à l'axe des abscisses (on observe qu’à la différence du cas 
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de l’ellipse, # peut être supérieur à 1, si bien que la « contraction » 
peut être en fait une dilatation). Cela donne une idée suffisamment 
nette de la forme de l’hyperbole. 

On voit en particulier que l’hyperbole comprend deux parties 
connexes obtenues pour x >a et 
zx <Z —a respectivement, admet deux 


asymptotes d'équation y = 2 et 


y = — . x respectivement et qu'elle 


se situe dans les angles formés par les 
angles polaires des asymptotes. 

Ces parties sont respectivement les 
branches de droite et de gauche. 

Comme l'équation (4) renferme seu- 

Hyperbole lement les carrés des coordonnées, les 
axes de coordonnées constituent les 
axes de symétrie de l’'hyperbole, le 

point © (0, 0) étant le centre de symétrie. 

On montre que l’hyperbole, équilatère ou non, ne possède pas 
d’autres axes de symétrie. En effet, tout axe de symétrie de l’hyper- 
bole passe par son centre de symétrie. C’est donc axe de symétrie 
de la circonférence 


+ y? = a. 


Les résultats précédents entraînent de suite que la courbe (4) coupe 
cette circonférence en deux points (+a, 0), si bien que ou la symé- 
trie considérée laisse fixes ces points (i.e. c'est une symétrie par 
rapport à l’axe des abscisses), ou elle les échange (c’est donc une 
symétrie par rapport à l’axe des ordonnées). 

On vient de démontrer que les axes de coordonnées canoniques 
sont bien définis par l'hyperbole, i.e. les coordonnées canoniques 
sont uniques au signe près. Aussi tous les éléments de l’hyperbole 
définis par les coordonnées canoniques sont invariants. 

Ce sont 

le nombre a, demi-axe réel, 

le nombre b, demi-axe imaginaire, 

le nombre c = Va + b°, excentricité linéaire, 

le nombre 2c, distance focale, 

le nombre e = c/a = V1 + b?/a°, excentricité (évidemment, 
1 Le Lo), 

le nombre p = b?/a, paramètre, 

l'axe des abscisses, axe réel (ou focal), 

l'axe des ordonnées, axe imaginaire, 

le point O (0, O0), centre, 

les points (+a, 0), sommets, 
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les points (+c, 0), foyers, 
les droites x = —+a/e, directrices. 
*k + + 


Les foyers, les directrices, les rayons focaux de gauche, de droite 
et de même sens se définissent comme pour l’ellipse. Les formules 
Iri=(erta)?, ri=(er—a)? 


donnant les carrés des longueurs des rayons focaux restent entières, 
ainsi que leur démonstration. Mais l'extraction des racines devient 
une opération délicate parce que lez [=> [x |>a pour l'hyper- 
bole. Donc 

| a+ez pour æ>0, 

1 | —a—ez pour r<0 
et 

- { —a+ez pour x>0, 

ro a—ez pour z<0. 

Par conséquent, 


; = { 2a pour z>0, 
. — 2a pour z<0, 
i.e. quel que soit z, on a 


Inversement, si la différence des distances d'un point M (zx, y) 
aux foyers est 2a en valeur absolue, i. e. si 


IVG—-Ÿ+É—VG+ + y] = 20, 


on obtient la relation (4) par des transformations quasi identiques 
à celles du cas de l’ellipse. Ainsi, L’hyperbole (4) est le lieu géométrique 
des points tels que la différence de leurs distances aux foyers soit égale 
à 2a en valeur absolue (propriété focale de l'hyperbole). CO 

On déduit des formules donnant r, et r,. comme pour l'ellipse 
que l’hyperbole est le lieu géométrique des points dont le rapport des 
distances au foyer et à la directrice correspondante est égal à e. 

Ainsi, l'ellipse, la parabole et l'hyperbole sont construites de 


façon analogue, la seule différence étant la grandeur de l’excentri- 
cité e. 


10—1070 
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Equations des ellipses, des paraboles et des hyperboles rapportées 
au sommet.— Coordonnées polaires. — Equations des ellipses, des 
paraboles et des hyperboles en coordonnées polaires. — Ellipses, 
paraboles et hyperboles affines.— Courbes algébriques.— Courbes 
du second degré et difficultés associées. — Géométrie affine complexe 
et sa déficience. 


L'unité intrinsèque de l'ellipse, de la parabole et de l’hyperbole 
peut être révélée d'une autre manière. 
Soit une hyperbole quelconque 


= a>0, b>0, 


a? br 
dont l équation en coordonnées 
Z'=z—a, y =} 


obtenues par transport de l’origine des coordonnées canoniques au 
sommet de droite s'écrit 


il. e. on a en supprimant les accents 
(1) y = 2pz + g°, 


où q = _ = et — 150 (et p — © comme plus haut). 


S'agissant de l’ellipse et de son sommet de gauche (—a, 0), la 

transformation décrite aboutit encore à l'équation (1), où 
; 2 
g=—r—e—1, 

ie. —1< qg <0. 

Si qg = 0, l'équation (1) devient l'équation canonique de la 
parabole. 

Ainsi, Les trois courbes considérées sont données par l'équation (1), 
p > 0. avec g > 0 pour l’hyperbole, qg = O0 pour la parabole et 
—1< q <0 pour l’ellipse (le cas g = —1 correspond à la circonfé- 
rence). 

Si q varie et p reste constant, on obtient pour g très important 
une hvperbole « grande ouverte » dont les branches avoisinent l'axe 
des ordonnées. Avec qg diminuant, les branches s’aplatissent et la 
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branche de gauche s’écarte de plus en plus de l’axe des y (le sommet 
de gauche a —2p/q pour abscisse) pour s'éloigner à l'infini quand 
q = 0, la branche de droite devenant une parabole. Si q continue 
de décroître, la parabole se transforme en une ellipse très allongée 
(dont le sommet de droite est le point d'abscisse —2p/q), puis en 


une circonférence (quand q — —1). 
Il y a intérêt à examiner l'équation (1) pour q < —1. On intro- 
duit les coordonnées : 


ay, y=ste 


En ces coordonnées, la courbe (1) a pour équation (on supprime une 
fois de plus les accents) 


9 


(8) +e( 5) 


x? y 
a tel 


où a? = —p*/q, b* = p*/q*. Puisque b <a, il s'agit de l'équation 
canonique de l’ellipse qui est cette fois allongée le long de l'ancien 
axe des ordonnées. Son paramètre est p/V —gq, et son excentricité 
est égale à V 1 + q°!. 

On voit que lorsque g varie de —1 à —oo, la circonférence s’allon- 
ge dans la direction de l’ancien axe des ordonnées, et elle se réduit 
à un point « à la limite » pour q — — co. 

On observe que la variation décrite de g s'accompagne d'un chan- 
gement de paramètre (qui est p/V —q pour q << —1). Aussi on 
n'obtient pas de parabole (bien que e —+ 1) pour qg tendant vers —c 
parce que le paramètre a O0 pour limite. 


* + * 


Aux termes de la première loi de Kepler, les planètes se meuvent 
suivant des ellipses (et les comètes suivant des paraboles et des 
hyperboles) dont l’un des foyers est le Soleil. Il y a donc avantage 
à définir ces courbes remarquables en coordonnées polaires. 

Les coordonnées polaires sont déterminées en fixant 

a) une orientation du plan (en général dans le sens contraire aux 
aiguilles d’une montre), 

b) un point ©, appelé pôle, 

c) une droite orientée passant par. O (axe polaire). L’'axe polaire 
est en général horizontal, le sens de parcours allant de gauche à 
droite. 

Le plan et l’axe polaire étant orientés, on associe à chaque vec- 
teur r = 0 un seul « angle orienté » o entre r et l’axe, qui varie dans 
10% 
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(—x, -+x]. Selon que r a la direction de l’axe ou la direction opposée, 
on a @ = 0 ou @ = x. Sir est dans le demi-plan positif, alors 0 < 
<q <a, et s’il s’agit du demi-plan négatif, 

M on a —nr <p <0. 


; Le vecteur r est bien défini par sa longueur 


—} 
: r et l’angle o. Les nombres r et o pour r = 0M 
0 s'appellent les coordonnées polaires du point M (r 
est le rayon vecteur et @ l'angle polaire). Quand 
M = 0, l'angle q prend toutes les valeurs possibles (et r = 0). 
Si x et y sont des coordonnées rectangulaires compatibles avec 
les coordonnées polaires r, @, i.e. si 
a) leur donnée détermine l'orientation donnée du plan; 
b) elles ont le point © pour origine; 
c) elles ont pour axe des z l’axe polaire, 
alors s 
ZT =rTCOSP, y —=rsin p 
et 
r=VATE 
COS p = ——— , sin Q = ——— 
V + yt V' a+ y 
(il clair que deux dernières équations définissent bien l'angle q). 
oit 
(2) y® = 2pz 


une parabole quelconque. Selon la propriété connue de la parabole, 
son point quelconque est distant du foyer de r = x + p/2. Or, cette 
distance est le rayon vecteur du système de coordonnées polaires 
compatibles avec les coordonnées rectangulaires x — p/2, y qui 
s'’obtiennent des coordonnées canoniques par transport de l’origine 
au foyer. Donc 


z—+=rcos q. 


Cette relation jointe à r = x + p/2 donne 
Tr —p=r cos y, 
1.e. 


(3) r L 


É 1— cos q 
Inversement, si l’on a (3) et zx — p/2 = r cos q, y = r sin , alors 
z+<=rcosp+ Pp=r, 
si bien qu’en vertu de la propriété mentionnée, le point M (x, y) 


est sur la parabole (2). Ainsi, la relation (3) est l'équation de la 
parabole considérée rapportée aux coordonnées polaires r, ®. 
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Plaçons-nous dans le cas de l’ellipse 
2 2 
(4) +=, a>b>0, 


et faisons confondre le pôle avec le foyer de gauche et l’axe polaire 
avec l'axe des abscisses. Les coordonnées rectangulaires compatibles 


M(xy) 
MG») M(xy) 


avec r, w sont zx + c, y, et on a en particulier zx + c = r cos q. 
D'autre part, le rayon vecteur est le rayon focal de gauche r, — 
= a + ex, si bien que 


r=a<+te(—c+rcos p) = p + er cos p 
(car a — ec = p), i.e. 


(5) r L 


“ 1—e cos ? * 


Inversement, soit (5) et x + c = r cos @, y = r sin . Alors 


a 
T+— — CT POSER, 
et le point M (x, y) appartient donc à l’ellipse (4) (propriété analo- 
gue à la propriété mentionnée de la parabole). Ainsi, l'ellipse (4) 
est définie en coordonnées polaires r, @ par l'équation (5). 
Soit maintenant l'hyperbole 
z° 


(6) 4-1, a>0, b>0. 
On transfère le pôle au foyer de droite (c, 0) et on ne prend que la 
branche de droite (x > 0). On a 
r=erT—a 
T—Cc=Tr cos, 
d'où 


7 a 

(1) TT T—ecos  : 

Inversement, cette équation entraîne pour z =c+rcosp>0 et 
y = r sin q l'égalité (6) (si l’on se rappelle la propriété « le rapport 
des distances au foyer et à la directrice correspondante est égal à une 
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constante »). Ainsi, la branche de droite de l'hyperbole (6) se définit 
en coordonnées polaires r, @ par l'équation (7). 

On dit donc que l’ellipse, la parabole et l’hyperbole (plus préci- 
sément, une branche de l’hyperbole) sont définies en coordonnées polai- 
res par la même équation 

p 
(8) 0 1—e cos o ? 
ce qui souligne une fois de plus l’unité intrinsèque de ces courbes. 

Ceci étant, le pôle se confond, ou bien avec le foyer (cas para- 
bole), ou bien avec le foyer relatif à la branche (cas branche de l’hy- 
perbole), ou bien avec un foyer quelconque (cas ellipse). L’axe polai- 
re est dans tous les cas l’axe focal. La courbe est orientée soit de 
manière canonique (la parabole), soit de façon que le foyer donné 
suit le sommet correspondant (la branche de l’hyperbole et l’ellipse). 
Quant à l’orientation du plan, elle est sans importance. Ainsi, l’équa- 
tion (S) définit la parabole et l’hyperbole dans deux systèmes de 
coordonnées polaires (qui diffèrent par l'orientation du plan, i.e. 
par le signe de l'angle œ). Il y en a quatre pour l’ellipse (qui diffèrent 
en outre par le foyer pris pour pôle). Cela tient à ce que l’ellipse 
possède deux axes de symétrie, tandis que la parabole et la branche 
de l’hyperbole n'en ont qu'un. 


+ + + 


On passe du plan euclidien au plan affine, i.e. on revient à la 
géométrie affine. 

On rappelle que tout plan euclidien est affine et qu'on transforme 
tout plan affine en le plan euclidien, et cela de diverses manières. 
Autrement dit, on munit le plan affine d’une structure euclidienne. 
En particulier, on transforme tout système de coordonnées affines 
EU à l'avance en le système euclidien de coordonnées rectangu- 
aires. 

Définition 1. On appelle ellipse affine une courbe du plan affine 
si l'on définit sur ce plan une structure euclidienne par rapport à 
laquelle la courbe donnée est l’ellipse au sens de la définition 2 dela 
leçon 17. On définit de même la parabole affine et l’hyperbole affine. 

Ainsi, une courbe du plan affine est l’ellipse s’il existe des coordon- 
nées x, y telles que l’équation de la courbe soit de la forme 


En passant aux coordonnées 


’ TL y 
Fa y =: 


cette équation s'écrit (après avoir supprimé les accents) 
(9) D +y = 1. 
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Ainsi, pour toute ellipse affine il existe un système de coordonnées affi- 
nes z, y tel que son équation ait la forme (9). Cette équation et Îles 
coordonnées associées seront dites affines canoniques. 

Si l’on munit le plan affine d’une structure euclidienne pour la- 
quelle les coordonnées affines canoniques sont rectangulaires, on 
obtient une circonférence de rayon 1 (« circonférence unité »). Une 
condition nécessaire et suffisante pour qu'une courbe du plan affine 
soit l’ellipse est que le plan affine soit structuré en plan euclidien 
dans lequel cette courbe soit la circonférence unité. 

De même, on trouve pour toute hyperbole et toute parabole des 
coordonnées affines par rapport auxquelles la première courbe est 
l’e hyperbole unité », i.e. elle a pour équation 


D y = 1, 


et la seconde est la « parabole unité » 


a 
- 


y" = 27. 


Ces équations et les coordonnées correspondantes sont elles aussi 


affines canoniques. 
+ à + 


On rappelle la définition d'un polynôme à deux indéterminées. 
On appelle polynôme à deux indéterminées x, y, et on note F (x, y) 
la somme des monômes de la forme ax°y1, avec a un nombre. Si a Æ 0, 
on dit que le monôme ax°y1 figure dans le polynôme donné. Le degré 
de ax y" est par définition le nombre p + q, et le degré du polynôme 
F (zx, y) est le plus grand des degrés de ses monômes. 

Il est clair que dans tout changement linéaire inversible d’indé- 
terminées, i.e. une transformation 


C4 

ZT — Cyat + C12Y + C139 
4 e L, 1 

YU = ZoT À Sooÿ À Css 
avec 

Ciy Caz 


£ 0 


Coy C2 


le polynôme à x, y devient le polynôme de même degré à x’, y’ (le 
degré ne peut ni augmenter ni décroître; la dernière propriété est 
déterminée par l’inversibilité). 

Définition 2. On appelle courbe algébrique de degré n du plan 
affine (ou euclidien) un ensemble de points de coordonnées x, y telles 
qu'on ait dans un système de coordonnées affines (donc dans un 
système quelconque de coordonnées affines) : 


(10) F (x, y) = 0, 
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F (x, y) étant un polynôme de degré n. Cette relation porte le nom 
d’équation de la courbe algébrique. 

Le peu d'élégance de cette définition provient de notre désir 
d'éviter certains termes (voir p. 138). 

La définition 2 est, on ne l’oubliera pas, à l’origine de nombreuses 
difficultés. Il se peut par exemple qu'une même courbe repérée 
par un même système de coordonnées soit définie par deux équa- 
tions non proportionnelles ayant éventuellement des degrés diffé- 
rents. On ne parle donc pas du degré d’une courbe algébrique qu'’a- 
près avoir choisi son équation (10). 

Les courbes du premier degré sont définies par les équations 


Az + By+C=0, 


où au moins l’un des coefficients 4, B est non nul. On sait (voir 
leçon 6) que ces courbes sont exactement les droites et elles seule- 


ment. 
Les courbes du second degré sont décrites par les équations 


(11) Qu + 2QjetY + Gooÿ* + 20337 + 2as5ÿ + ass = 0, 


où au moins l’un des coefficients &13, &jo, Ge est non nul. 
Exemples de courbes du second degré : 
[1] Ellipse : 
zx + y — 1 = 0. 


[2] Ellipse imaginaire: 
 +y +1—=0C. 
[3] Deux droites sécantes imaginaires: 
+ y = 0(. 
[4] Hyperbole : 


[5] Deux droites sécantes : 


x — y = 0. 
[6] Parabole: 

y® — 2x = (. 
[7] Deux droites parallèles distinctes: 

y — 1 = 0. 
[8] Deux droites parallèles imaginaires : 

y? + 1 = 0. 


[9] Deux droites confondues : 
y* = 0. 
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Définition 3. Neuf équations FL sont les équations affines 
canoniques des courbes du second degr 

Les appellations des courbes [1], (Al, [5], [6], [7] sont compréhen- 
sibles (encore que la notion de deux droites sécantes ne s'accorde 
pas très bien avec l’idée intuitive qu’on a d'une courbe). Quant à à la 
courbe [9], il s’agit là d’une convention pure et simple qui n’a d’au- 
tre but que de nous rappeler que l’équation correspondante est de 
degré 2, car cette courbe est en fait une droite (en tant qu'un ensem- 
ble de points). Il en est de même des autres « courbes » dont les 
noms servent uniquement à révéler la ressemblance de leur équation 
avec l'équation de la courbe « réelle » correspondante. En effet, 
la courbe [2] est un ensemble vide, {3] se réduit à un point, et la 
courbe [8] est encore un ensemble vide. 

On voit que l'interprétation algébrique des courbes de degré 2 et 
leur interprétation géométrique ne sont pas adéquates; par passage 
des équations aux courbes, les analogies algébriques se perdent et 
le tableau général s’estompe (il suffit de dire par exemple que des 
équations différentes définissent en tant que courbe un même en- 
semble vide). 

Il serait bon d'améliorer la « géométrie » pour qu’elle soit une 
réplique fidèle de l’« algèbre » 


X # * 


A cet effet, il faut bien sûr introduire les points « imaginaires » 
de coordonnées complexes (non réelles en général). Il paraît de 
prime abord qu’on dispose de toutes les notions nécessaires. En effet, 
la notion d'espace vectoriel a un sens pour tout corps de base *, 
en particulier pour le corps € des nombres complexes (nous en 
avons parlé plus d’une fois). Dans les axiomes 10°, 11° de l’espace 
affine, le corps de base ne figure que de façon indirecte, et on définit 
la notion d'espace affine sur K (resp. notion d'espace affine complexe) 
si l’on suppose dans ces axiomes l'espace vectoriel associé 7° être 
un espace vectoriel sur K (resp. €). La théorie affine (sauf l’orien- 
tation) reste en vigueur pour K quelconque, ce qui n'est pas le cas 
de la géométrie euclidienne vu que l’axiome de positivité (axiome 
15°) n’a de sens que pour le corps R. 

Mais l'interprétation des courbes de degré 2 par la géométrie 
affine complexe a ses inconvénients. Le changement complexe de 
coordonnées x” — x, y’ — iy transforme par exemple la courbe [1] 
en la courbe [2]. Or, ces courbes sont différentes du point de vue 
algébrique comme du point de vue géométrique. 

Le fait est qu’en géométrie complexe la notion de point « réel » 
est dépourvue de sens (cette géométrie ignore les points privilégiés). 
Or, si l’on veut garder contact avec la géométrie, on doit savoir dis- 
tinguer les points usuels (« réels ») d'avec les points nouveaux 
(« imaginaires ») qu'on introduit uniquement pour faire face aux 
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exigences de l'algèbre. Aussi les coordonnées ont beau prendre toutes 
les valeurs complexes, les coefficients des formules de passage d'un 
système de coordonnées à un autre doivent être réels (sinon un point 
de coordonnées réelles risque de devenir un point « imaginaire » et 
vice versa). 

L'axiomatisation correspondante sera effectuée dans la leçon 
suivante. 


LEÇON 19 


Espaces vectoriels réels-complexes. — Dimension des (!, *)-espaces 
vectoriels. — Isomorphisme de (©, =? )-espaces vectoriels. — Com- 
plexification.— Espaces  affines  réels-complexes. — Complexifica- 
tion. — Espaces euclidiens réels-complexes.— Courbes du second degré 
sur À, réelles ct imaginaires. 


Définition 1. On appelle réel-compleze un espace vectoriel 7° 
complexe (i.e. sur le corps €) dans lequel on a défini une partie 
3 R de vecteurs réels qui jouit des propriétés suivantes (les axiomes de 
ce livre sont numérotés de façon continue): 

16° Si a, bE T'R, alorsa +bE FR. 

179 Sia € 7 R, alors ka € 3 À pour tout nombre réel 4. 

189 Quel que soit le vecteur c € 7”, il existe des vecteurs a, b € 
€ TJ R tels que 


(1) ce = a + ib. 
19 Sia + ib —0,où a,bE 7'R, alors a — 0, b — 0. 
* + * 


L’axiome 19, entraîne l’unicité de la décomposition (1) prévue 
par 18°. Le vecteur a de (1) est par définition la partie réelle de c 
et se note Re c. De même, le vecteur b est la partie imaginaire de c, 
la notation correspondante étant Im ce. L'axiome 18 s'écrit, par 
convention, comme la formule mnémonique 9° = Y'R + iÿ'R, 

Les axiomes 16° et 17° signifient que 78 est un espace vectoriel 
sur le corps R des nombres réels, d'où son nom de sous-espace réel 

gr 
de 7. . 


Soit r la dimension de l’espace vectoriel 7°R. Puisqu'il s’agit 
d’un espace sur R, on emploiera la notation dimrŸ"®. 

On a de même pour 7° comme espace vectoriel sur C: dimgŸ’. 

Proposition 1. On a l'égalité 

dimp?" = dim? ®. 

Toute base de Ÿ'R est une base de 7. 

Démonstration. Soient e,, ..., e, une base de l'espace vecto- 
riel ŸR et c=a<+ibe7. Si a =ate +...—+a"e, et b — 


= ble, + ...+ b'e,, alorsce = (al + ib!)e, +... + (a"+ib')e,. 
Par conséquent, e,, . .., e, est une famille génératrice dans 7. 
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D'autre part, (ate, +... +a"e,) + à (ble, + ... +b'e,) — 
=0sicte+...+c'e, = 0, où c' = al + ibl, ..., = a"+ibr. 
D'après l’axiome 1%, ate,+...+a"e, —0 et b'e, +...+b'e, = 0. 
Aussi a —0,.... a" =0,bt—0,..., b" — 0, donc c! = 0, … 
..., © = 0. La famille e,, . .., e, est donc libre dans 7. O 

Les bases de 7° qui sont celles de %°8 seront dites réelles. Elles 
possèdent la propriété que les coordonnées de c € 7° dans ces bases 
sont réelles si et seulement s'il en est ainsi de c. 

+ + + 


L'exemple d’un (C,R)-espace vectoriel est C” dont les vec- 
teurs réels sont des suites de nombres réels. On a 


(C')R = Rr. 


Définition 2. Deux espaces vectoriels réels-complexes 7° et 7”, 
sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme Ÿ° — 7°, de 7” sur 
T's considérés comme espaces vectoriels sur € qui applique le sous- 
espace réel 7'R sur le sous-espace réel 7°R (et induit donc l’iso- 
morphisme YR —+ YR). 

Les résultats antérieurs autorisent à dire que toute base réelle 
e,, ---, € définit un isomorphisme de l’espace vectoriel réel- 
complexe 7°’ sur €". Comme il fallait s'y attendre, tous les (C, R)- 
espaces vectoriels de même dimension sont isomorphes. O 

+ ++ 


On assimile tout espace vectoriel réel-complexe Ÿ° à un espace 
vectoriel sur € sans préciser si oui ou non ses vecteurs sont réels, 
i.e. on fait abstraction de la propriété « être réel ». 

Inversement. on munit chaque espace vectoriel complexe de la 
propriété « être réel » en choisissant une base e,, . .., e, quelconque 
et en qualifiant de réels les vecteurs qui ont, dans cette base, leurs 
coordonnées réelles. Il est clair qu'on vérifie dans ce cas les axio- 
mes 16° à 190. 

S'agissant de deux bases distinctes, on aboutit par ce procédé 
à un même (C, R})-espace si et seulement si la matrice associée au 
changement de base est réelle (ï.e. elle a pour éléments des nombres 
réels). 

Un résultat plus intéressant est qu'à fout espace vectoriel réel ÿ° 
il correspond un (C, Rj)-espace Ÿ° tel que son sous-espace réel F'R soit 
identique à Ff° (plus précisément, Ÿ'R est canoniquement isomorphe 
à #°). La construction de Ÿ” est complètement analogue à celle du 
corps des nombres complexes (et elles coïncident pour #° = R). 

On prend pour vecteurs de 7” Les couples (a, b), où a,b € #°. L’ad- 
dition est définie par 


(a, b) + (a, b;) = (a + a,, b + b;) 
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et la multiplication par des nombres complexes moyennant l'égalité 
(k + il) (a, b) = (ka — Ib, kb + la). 
On vérifie automatiquement qu’on aboutit à 7° sur le corps C. 
[1 suffit, pour transformer 7” en un (C, R)-espace, d'affirmer 
que les couples (a, 0) constituent des vecteurs réels. (Les axiomes 
46° à 49° sont automatiquement satisfaits; par exemple, l’axiome 
17° découle de kb + la = 0 pour b = 0, ! = 0, et l’axiome 18° de 
(0, b) — i (b, 0).) On identifie chaque couple (a, 0) avec a € 
correspondant etona#—#ŸR. O 


On appelle complezxifié de #°, et on note "€, l'espace 7° ainsi 


obtenu. 
+ + * 


On aborde maintenant les espaces ponctuels. 

Définition 3. On appelle espace affine réel-complexe un espace 
affine complexe 4 tel que 

a) on ait fixé dans # une partie #8 dont les éléments sont par 
définition les points réels; 

b) l’espace vectoriel associé 7” soit un (C, R)-espace, 
les axiomes suivants ayant lieu: 

20° Quels que soient deux points réels À, B € ÆR, le vecteur 


——> 
AB est réel: n 
A, BEA = ABETR. 


— 
219 Si le point À et le vecteur AB sont réels, il en est de même 
du point B: 


R 2% R R 
ACA, ABET —=BEL.. 
L'axiome 21° (et 17°) entraîne que le caractère réel de B et de AB 


—+ — 
implique celui de À (il suffit de passer au vecteur BA — —A4B). 

Les axiomes 20° et 21° signifient que #®8 est un espace affine 
réel attaché à l’espace vectoriel Ÿ°R. Il s'appelle le sous-espace réel 
de l’espace affine réel-complexe .#. Sa dimension (« réelle ») est 
égale à la dimension (« complexe ») de 4. 

Un repère Ue, ... e, de l’espace # est dit réel s’il en est de 
même de l’origine O et de la base e,, ..., e,. On caractérise ces 
repères par la propriété, pour les coordonnées d’un point de #, d'être 
réelles dans ces repères si et seulement si le point est réel. 

Deux points d'un espace affine réel-complexe # sont dits com- 
plexes conjugués si leurs coordonnées dans un (donc dans tout) repère 
réel sont complexes conjuguées. 

On définit de façon évidente |’ isomorphisme d'espaces affines 
réels-complexes. Tout les espaces affines réels-complexzes de même 
dimension sont isomorphes, comme il fallait s’y attendre. 

*k + # 
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Tout (C, R)-espace affine peut être assimilé à un espace affine 
sur € si l’on fait abstraction de son caractère réel. Inversement, 
si l’on prend un repère Oe, ... e, quelconque et si l’on qualifie 
de réel tout point et tout vecteur dont les coordonnées sont réelles 
dans ce repère, on transforme tout espace affine complexe en un 
(C, R)-espace. Ceci étant, deux repères distincts fournissent un 
même espace siet seulement si les formules de transformation des 
coordonnées sont à coefficients réels. 

Comme pour les espaces vectoriels, ou peu s’en faut, on démontre 
qu'il correspond à tout espace affine réel & un espace affine réel-com- 
plexe A4 = BC (qui en est le complexifié) tel que AR — #. On 
prend pour points de # les couples (4,, 4,) de points de #. On con- 
sidère comme espace vectoriel attaché 7° le complexifié # © de 
l’espace vectoriel %° associé à % et on définit le vecteur 


a —————_—+ 
(41, Ae) (B1, B2) par la formule 


+ > ——} 
(Ai, A2) (B:, B;) mn (4:B1, AB). 


Il est clair qu’on respecte ainsi les axiomes 10° et 11° des espaces 
affines. Pour munir les espaces obtenus d’une structure de (C, R)- 
espace on choisit dans # un point 0 quelconque et on dit que les 
couples (4,0), À € &, sont des points réels de .#. Alors les axiomes 
209 et 21° ont lieu, et FR — & par identification de (À, 0jet A. 


* * * 


On introduit enfin les (C, R)-espaces munis d’une structure 
euclidienne. 

Définition 4. Un espace réel-complexe, vectoriel ou affine, est 
dit euclidien si l’on définit sur son sous-espace réel une structure 
euclidienne. 

Dans cet espace, les formules des longueurs (des distances) et 
des angles s'appliquent à des objets non réels. Bien que le passage 
au domaine non réel ne conduit à aucune théorie (usuelle) satisfai- 
sante (par exemple, la longueur d’un vecteur 0 peut être nulle), 
il y a des fois intérêt à le faire. 

+ *X *% 


Revenons au cas nr — 2, i.e. au plan affine (ou euclidien) réel- 
complexe. 

Définition 5. On dit d'une courbe algébrique du plan réel- 
complexe qu’elle est réelle si elle est définie dans un (donc dans 
tout) repère réel par une équation dont le premier membre est un 
polynôme à coefficients réels. 

Les courbes. réelles. au sens de cette définition sont également 
dites définies sur R. 
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Une courbe réelle du second degré est par exemple nécessairement 
décrite par une équation (11) de la leçon 18 qui a tous ses coefficients 
Ajj, Ayo. Alone gr Go: As3 réels. Toutes les équations affines canoni- 
ques [1] à [9] de la même leçon définissent des courbes réelles. 

Les noms des courbes (excepté [9] bien sûr) s’interprètent main- 
tenant de façon exhaustive. Dire qu'une courbe est « imaginaire » 
c'est dire tout simplement qu'elle ne coupe pas le demi-espace réel 
(ou qu'elle a un point commun unique avec ce demi-espace (cas [3])). 
Les courbes « non imaginaires » seront dites réelles. Ainsi, le terme 
« courbe réelle » * désigne soit une courbe définie sur R, soit une 
courbe non imaginaire. 

Chose à noter, les ellipses réelles [1] et les ellipses affines au sens 
de la définition 1 de la leçon 18 sont en fait des êtres différents car 
les premières possèdent des points non réels, et les secondes étant 
par définition des courbes du plan réel en sont nécessairement dé- 
pourvues. Mais les ellipses affines sont les intersections des ellipses 
réelles et du plan réel, si bien que celles-ci admettent, on le verra 
plus loin, des asymptotes (ce sont les droites imaginaires y = +ix 
pour l'ellipse x* + y* = 1) encore que les ellipses affines n’en possè- 
dent évidemment pas. 

La situation est la même pour les autres courbes réelles de la liste 
mentionnée (i.e. les paraboles, les hyperboles et les couples de droi- 
tes réelles). 

Notre but immédiat est de démontrer que toute courbe réelle 
du second degré dans le plan réel-complexe est l’une des courbes 
[1] à [9] et une seule. Pour le faire, nous développerons de façon suf- 
fisamment complète dans les leçons suivantes la théorie générale 
de ces courbes. 


* Dans le texte russe on a deux termes différents. (W.d.T.) 
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Préliminaires.— Centre d'une courbe du second degré.— Centres 
de symétrie. — Courbes à centre. — Droites de direction non asymp- 
totique.— Tangentes.— Droites de direction asymptotique. 


La théorie élémentaire des courbes du second degré est indépen- 
dante du corps de base K (on demande seulement que *X soit de 
caractéristique 2). S'agissant des propriétés plus fines, on se 
place dans le corps € des nombres complexes, i.e. dans le plan affi- 
ne complexe. Pour rester dans l'univers sensible, on considère ce 
plan comme étant réel-complexe, si bien qu’on a affaire soit au cas 
€, soit au cas (C,R) (où l’on se limite des fois au plan réel (cas R)). 

Dans cette leçon, on désigne par x, y des coordonnées affines 
quelconques mais fixes. Dans le cas (C, R), on fait naturellement 
l'hypothèse de zx, y réelles, i.e. ce sont des nombres réels pour des 
points réels. 

Toutes nos affirmations porteront, sauf indication contraire, 
sur une courbe fixe du second degré 


(1) Gal + 20ye7Y + Gooÿ* + 20187 + 2esY + Ass = 0. 


En théorie générale des courbes de degré 2 sur K quelconque de carac- 
téristique 2, les coefficients de cette équation peuvent être des 
nombres quelconques de K, mais au moins l’un des coefficients 
&y1. Ajo+ Goo est évidemment non nul. Dans le cas particulier €, ils 
sont des nombres complexes arbitraires. Nous les supposerons réels 
pour (C. 2). 

Afin de symétriser les formules, on introduit les coefficients 
doi. Age se Qui Sont par définition 


Toy — Ayos gi — Aygs go — os. 


La première chose à établir est la variation des coefficients de (1) 
par transport de l’origine en un point M, (xo. yo) quelconque, i.e. 
par passage aux coordonnées 


Z'=T—Zy,, Y —=Y — Yo. 


On fait l’hypothèse de =“ quelconque (de caractéristique diffe- 
rente de 2). 
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On désigne le premier membre de (1) par F (x, y) et on obtient 
l'équation de la courbe considérée en coordonnées x”, y” 


F(r + 20 y + yo) = 0. 
Soit 


F (2 + %o, Y' + Yo) = 
=a;,(x")+ 20,7 y" + a, (y) + 2,7" + 2asy' + as. 
Il est immédiat de vérifier que 
Gi Gigs is Ge ia A22s 
(2) ia AysTo + GyaVo + Gi es = A24To + GroYo + Gr, 
ais = F (Zos Yo)- — 


En particulier, le de l’origine laisse invariants les coef- 
ficients des termes de degré 2. 

Définition 1. Un point À, (xs, Yo) s'appelle le centre de la 
courbe (1) si 


(3) 


AnTo + Goÿo + Ms — 0, 


Ae1To + Gao + 23 = 0, 


i.e. si avec le transfert de l’origine en MW; (xs, Yo), l'équation (1) 
perd les termes du premier degré. 

Cette définition laisse à désirer. En effet, elle est rapportée à 
l'équation donnée (1). Rien ne garantit donc pour le moment qu’on 
aboutit aux formules (3) si la courbe repérée par les mêmes coordon- 
nées se définit par une autre équation, i.e. on ne sait pas si la défi- 
nition ci-dessus est correcte. On n’a en réalité aucune raison d'en 
douter, mais on n’est pas à même de le démontrer de façon exhaustive. 

Le seul'cas susceptible d'une étude. immédiate est.celui où la 
courbe (1) « n’est pas en ligne droite », i.e. elle contient au moins 
trois points non colinéairés. Il se trouve que les centres de (1) sont 
caractérisés de façon géométrique pure sans faire recours à son équa- 
fion. S'agissant de ces courbes, la définition 4 est donc correcte. 

*k + + 


‘ Faisons une remarque préliminaire. On définit de façon correcte 
la symétrie centrale dans tout espace affine sur un corps quelconque 
(ce qui n’est pas vrai de la symétrie axiale). On ‘dit que le point W” 
est le transformé d'un point M par la symétrie de centre.O (ou par rap- 


port à O) si OM' — = _0M (v. au verso). Le point O est le centre de 
symétrie d'un ensemble (disons, d’une ligne) si, chäque. fois que l'en- 
semble contient le point AJ, il contient son symétrique M”. L'ori- 
gine des coordonnées.0 est centre de symétrie de la courbe F (z, de 

— 0 .si et seûlement Si (x; y):= 0 implique F (—-zx;:—y) = 


11—1070 
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Il en résulte de suite que tout centre de la courbe (1) est son centre 
de symétrie (ce qui explique en particulier l'appellation « centre »). 
En effet, si la courbe (1) a son centre à l’origine, i.e. si l'équation (1) 

n'a pas de termes linéaires, alors on a l'identité 

M" F(—z, —y) = F(zx, y), c.qf.d. D 
Inversement, si l'origine est confondue avec le 
centre de symétrie de (1), alors tout point M (x, y) 
de la courbe vérifie. en plus de F (x, y) = 0, l’é 
galité F(—zx, —y) = 0, donc F(x, y) — F (—x, 


si —y) = Ô, ou encore 
(4) GisT + Ass = 0. 
M Cette équation signifie pour as 0 ou as 0 


que le point M (zx, y) appartient à la droite (4), si 
bien que la courbe (1) se confond avec cette droite. Ainsi, si la 
courbe (1) n’est pas alignée, son centre de symétrie quelconque est son 
centre. [] 

S’agissant de (1) non confondue avec une droite, les centres sont 
donc exactement les centres de symétrie. Par conséquent, la défini- 
tion 1 est correcte pour ces courbes. 

Dans le cas général, elle dépend formellement du choix de l’équa- 
tion (1) (ne pas oublierl). 

+ *k  * 

Généralement, les relations (3) signifient que les centres de la 

courbe (1) sont des points communs des droites 


(5) GuT + Geÿ + dis = 0 0t aux + Grey + 028 = 0. 


Trois cas peuvent se présenter : 1) il n’y a pas de centre (les droites 
(5) sont parallèles); 2) il y a un centre unique (les droites (5) sont 
sécantes) ; 3) il y a une infinité de centres en ligne droite (les droi- 
tes (5) se confondent). Il se peut que l’une des équations (9) soit 
vérifiée identiquement ou qu'il y ait incompatibilité, i.e. elle n'est 
vraie pour aucun point du plan (c’est justement le cas de la pre- 
mière équation pour &äy, = 0, &o = 0, &i3 50). Mais cela n'altère 
nullement la généralité des affirmations (on est dans le cas 3) pour 
une équation vérifiée identiquement et dans le cas 1) s’il y a incom- 
patibilité). Ainsi, toute courbe (1) jouit de l'une des propriétés sui- 
vantes : 
I. Elle possède un centre unique. 
II. Elle n’a pas de centre. 
III. Elle possède une ligne des centres. 
Définition 2. Une courbe (1) ayant un centre unique s'appelle 
courbe à centre. 
Selon le théorème sur la position relative de deux droites dans 
d12 


le plan (leçon 6), le cas I a lieu si “1 el , je. si Gji@ee — 
G21 d22 
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_— g2 j is Luis 
ai, #0, le cas IT si ne LD TE et le cas III pour 


= 4 — "4% , J]l y a intérêt à écrire ces conditions au 
Az1 Agz d23 ; 
moyen des déterminants 
Qyy die Us 
5 Gyy io A 
et A —=|@;, A Us 
QG oo 


sy Age Ass 
de l’équation (1). 

Puisque Ô = a;jase — a}, on a Ô 0 (cas I) ou ê = 0 (cas res- 
tants). En outre À = 0 dans le dernier cas (ses deux premières li- 
gnes sont proportionnelles). Inversement, soit A = 0 et ô = 0. On 
développe À suivant la dernière colonne, il vient 


Qoy 22 


Agi lg 


Ai io dys Ayo 
23 
[Zi 32 dos On 


où le dernier déterminant est Ôô — 0. L'égalité 6 — 0 entraîne de 
plus qu'il existe un nombre k tel que a;, — ka, a, — ka,., donc 


33 ° 


Qyy A2 | k A2 An 
dy As Ai Ge 
Ainsi, 
y An 


À = (a; — kKaz3) 


si se 
pour ô — 0. Aussi À — 0 entraîne soit ais — ka» (et, partant, la 


Aie oo 
proportionnalité de deux premières lignes de A), soit 2 = 0, 
31 3 

si bien qu'on trouve un nombre / tel que as; = laje, so = lasg, 
donc üsy = layo —= lhGso = Küge — Küis, Ce qui signifie une fois de 
plus la propriété mentionnée de deux premières lignes de A. Ainsi, 
le cas III a lieu si et seulement si ô = 0 et À = 0. La variante Ô = 0 
et À 0 caractérise donc le cas II. 

Résumons les résultats obtenus sous forme de 

Théorème 1 (des centres). Une courbe du second degré est une courbe 
à centre si et seulement si Ô 0. 

Une courbe du second degré n'a pas de centre si et seulement si 
ô=0 et A 0. 

Une courbe du second degré a une ligne des centres si et seulement si 
ô=0et A = 0.C 

On complète dans un sens le théorème si l’on interprète la condi- 
tion À = 0. Lorsque Ô = 0, la réponse est donnée par le théorème 
même (À = 0 équivaut à l’existence d’une ligne des centres), si 
bien qu’on se borne au cas Ô 0. 


11* 


12 
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© a M 400 = mm + nm +-e + - mms = — ee em. = - — ec — 


.. Proposition 1. Æfant donné Ô -£0, on a À = O si et seulement si 
la courbe (1) contient son centre. 

. Démonstration. Supposons que le centre A, (Gor Yo) de (1) 
dbpardient à cette courbe. Ses coordonnées vérifient les équations (3) 
et l’égalité (1), avec zx = zo, y = yo. On fait le produit de la première 
égalité (3) par x,, de la seconde par y, et on les soustrait de (1), il 
vient évidemment 


AyiTo + Asoÿo + Ass = (. 


Cette relation jointe à (3) signifie que les nombres z9,.yo, À consti- 
tuent une solution non triviale du système d'équations homogènes 


AyT + GyoY +, d13z = 0, 
AT + Goo + Qos2 = 0, 
AyT + Agey + 332 — 0, 


dont le déterminant À est donc nul. On obsérve que nos raisonne- 
ments ne se sont pas appuyés sur l'hypothèse Ô 0. 

. ‘Inversement, soit À = 0. Le système écrit possède une solution 
non triviale xs, Yo: 20, et Z0 0 car Ô 0. On estime donc sans res- 
treindre la généralité que z, = 1. Les deux premières équations du 
système montrent que M, (xo, Yo) ést le centre de la courbe (1). 
D'autre part, si l’on pose dans ces équations z = Zo, Y = Yo, Z = À, 
la somme de la première équation multipliée par Zo, de la deuxième 
multipliée par y, et de la troisième est évidemment l'égalité (1) 
{où x = Zo, y = Yo). Par conséquent, le centre M, (zo, yo) est sur 
Ja courbe (1). O] 

©” ‘Exemples. Cherchons les céntres des courbes [1] à [9]. 


., 14] Ellipse réelle: ô — 1,-A — —1. Il y a un centre unique 
@ 

(2) Ellipse imaginaire: Ô = 1, A =1. II ya un centre unique 
©. 0), 


:[3] Deux droites: sécantes imaginaires : ôê=1,A= "O. il y a un 
éentre nique (0, 0): 

[4] Hyperbole : ô — —1, A-= 1. Il. y a un centre unique (0, 0). 

[5] Deux droites sécantes réelles: 8. =  —1, A = 0. ll y'a un 
centre unique (0, O). . 

[6] Parabole : ô = O, À — 4. I n' y. a pas de centre. 

:{7] Deux droites parallèles. réelles: ô —.0, A.— 0. H y a une 
ligne des centres y = 0. 

“:{S] Deux droites parallèles imaginaires : Ô — 0, a = 0. n yaune 
ligne des centres y = 0. 

#19] Déux: droites confondués : — = = 0; A : = 0: 1 y a une ligne 
des centres y = "0.::. 2 ! 

-On'voit que les courbes à à centré de cetie disté sont les deux: ellip- 
ses, l’hyperbole et deux droites -sétantés::(réelles-‘ou FAGIReS 
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Le centre de toutes ces courbes est, conformément à la propriété 
établie plus haut, leur centre de symétrie. 

La seule courbe à n'avoir pas de centre est la parabole. 

Les courbes possédant une ligne des centres sont deux droites 
parallèles (réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues). 

De toutes les courbes énumérées, la courbe [9] est la seule à être 
en ligne droite (dans les cas Cet (C,R)), mais ses centres de symé- 
trie se confondent cependant avec ses centres. 


* + # 


Proposons-nous d'étudier la position relative de la courbe (1) et 
d’une droite quelconque 


= Zo + él, 
(6) 
Y = Yo + im. 


Les points communs à (1) et à (6) sont définis par F (x, + tl, 
Yo + tm) = 0, i.e. par l'équation : 


(a11l° + 2ayelm + Goem*) t° —+ 2 (a1lZo . Ayo (2Yo + MLo) + : 


(7) . 
+ GseMYo + Gil + GesM) t + F (to, Vo) = 0. 


Définition 3. Si a..l° + 2a,.lm + assm° 0, on dit que la 
droite (6) est de direction non asymptotique (relativement à la cour- 
be (1)), et si 
(8) aul® + 2a;slm + asom° = 0, 
cette droite est dite de direction asymptotique. | 

S° agissant d’une droite de direction non asymptotique, (7) est 
une équation du second degré qui peut, ou bien admettre (dans lé 
corps de base K) deux racines ou une raciné (double), ou bien n'avoir 
pas de racine. Dans le premier cas, la droite (6) coupe la coùrbe (1) 
en deux points distincts; dans le deuxième, elles ont un point com- 
mun; dans le troisième, elles ne sé coupent pas. 

Le troisième cas est ‘impossible pour € et (C, R), deux points 
communs du premier étant pour (C, R) soit réels (et on est dans le 
premier cas pour KR), soit non réels, complexes conjugués (et on est 


pour R& dans le troisième cas). 
+ *X *% 


Définition 4 Une droite de direction non asymptotique pour 
laquelle l'équation (7) admet une racine (double). s'appelle la tangente 
à la courbe (1), et son point associé à la racine (qui est son seul point 
commun avec la courbe .(1)) est par.définition le point de tangence. 

Exemple. On: suppose que la courbe (1) est l’ellipse z° + y° = 1 
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et que le point M, (zo, Yo) de la droite (6) appartient à l’ellipse. 
L'équation (7) s’écrit 


(® + m°) 8 + 2 (ro + my) t = 0, 


et elle possède une racine double si et seulement si x, + my, = 0, 


i.e. si l:m — —y,:to Aussi l’ellipse z° + y* — 1 a comme tan- 
gente en son point M, (to, Yo) la droite 
(9) TZ = Lo — Yo) Y = Yo + To: 


Si le plan est euclidien et si l’ellipse est rapportée aux coordon- 
pées x, y rectangulaires (c’est donc la circonférence unité), alors 


aro = (—Yo) Zo + ZoYÿo = 0, 


avec r, le rayon vecteur du point M,. Autrement dit, la droite (9) 
est perpendiculaire au rayon vecteur de M, et elle est donc une tan- 
gente classique à la circonférence. 

On vérifie de même que dans le plan euclidien la tangente à une 
ellipse, à une hyperbole et à une parabole quelconques en tout point 
de ces coniques est la tangente définie en analyse comme la limite 
d'une sécante. Les tangentes aux courbes (1) couples de droites non 
confondues sont toutes les droites distinctes de celles-ci qui passent 
par leur point commun. La tangente à la courbe y* = 0 est toute 
droite autre que les droites y = 4. 

+ + + 


S'agissant d’une droite de direction asymptotique, l'équation (7) 
est du premier degré, et ou bien elle admet une racine (si le coefficient 
de t est non nul), ou bien elle n’en possède pas (si le coefficient de t 
est nul, mais le terme constant ne l’est pas), ou bien elle est vérifiée 
identiquement (si tous les coefficients sont nuls). On a respective- 
ment : {) la droite (6) coupe la courbe (1) en un point (mais elle n’est 
pas la tangentel), 2) la droite (6) et la courbe (1) ne se coupent pas, 
3) la droite (6) est confondue avec la courbe (1). 

On a étudié tous les cas possibles et on voit, en particulier, qu'une 
droite ayant trois points communs avec la courbe (1) lui appartient tout 
entière. 

Définition 5. Une droite de direction asymptotique s'appelle 
l'asymptote à la courbe (f) si la droite et Ia courbe n'ont pas de 
point commun. 

Exemples. L'équation (8) qui définit les directions asymptoti- 
ques, s'écrit {? + m° — 0 pour les courbes [1], [2] et [3]. Elle n’admet 
pas de solution réelle autre que la solution nulle (2, m) = (0, 0) 
dont nous n’avons pas besoin. Ainsi, ces courbes n’ont pas de direc- 
tions asymptotiques dans le cas R et elles en ont deux pour € et 
(C, R), à savoir 1:5 et 1: —i. Les asymptotes des courbes [1] 
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et [2] sont les droites y — ir et y = —ix, et la courbe [3] (deux droi- 
tes) n’en possède pas. 

Dans les cas A et [5], les directions asymptotiques se définis- 
sent par l* — m° = 0, et elles sont donc deux (sur tout corps de 
caractéristique 2): 1:1 et —1:1. L’hyperbole (i.e. [4]) a, 
bien sûr, pour asymptotes les droites y = x et y — —zx, et deux droi- 
tes (cas {5]) en sont dépourvues. 

L'équation des directions asymptotiques pour les courbes [6], 
{7], [8] s'écrit m° = 0, i.e. il y a une direction asymptotique (double) 
unique 1:0. La courbe [6] (parabole) n’a pas d’asymptote, et les 
courbes [7], [8] (deux droites parallèles) admettent comme asymptote 
toute droite parallèle autre qu’elles-mêmes. 

Dans le cas général de la courbe (1) (et du corps K quelconque), 
l'équation (8) a 0, 1 ou 2 solutions. Le premier cas (i. e. l’absence 
de directions asymptotiques) a lieu si et seulement si le corps K ne 


contient pas l'élément V —6, où Ô — ayjüss — a, comme toujours. 
Si Y —6 € K, les solutions sont données par l’une et l’autre formule 


lim = (—a + V —5): au 
(10) 


l:m = G92: (—@e + V —6). 


Si ay #0, ao 0, les formules sont équivalentes, et si ay; = 0, 
Go = 0, on utilise celle qui a un sens. La direction asymptotique 
unique existe si et seulement si Ô = 0. 
Plaçons-nous dans le cas (C, R) (ou R). Tous les coefficients de 
l'équation (1) sont réels, si bien qu’il en est de même de 6. 
Définition 6. La courbe (1) est 


du genre ellipse ô>0, 
du genre hyperbole | si { ô< 0, 
du genre parabole Ô — 0. 


Une courbe du genre ellipse possède deux directions asymptoti- 
ques imaginaires, une courbe du genre hyperbole admet deux direc- 
tions asymptotiques réelles, et une courbe du genre parabole a une 
direction asymptotique réelle unique. 

On observe que les courbes du genre parabole sont exactement 
les courbes sans centre ou celles qui en possèdent une infinité en 
ligne droite. 


= -- —— —— = co 0. - ..  . . - ee » —. +- — ee. . e-- — _— =. ——— 
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Directions singulières et non singulières. — Diamètres.— Diamètres 
et centres.— Directions conjuguées et diamètres conjugués. — Sim- 
plification de l'équation d'une conique à centre.— Plusieurs pré- 
cisions nécessaires. — Simplification de l'équation d’une conique 
qui n’est pas une courbe à centre. 


Soit 
(2). Aya” + 2Giery + Gooÿ* + 20387 + 2025ÿ + Asa = 0 


une courbe quelconque du second degré du plan affine. 

Quelle que soit la direction / : m, les coordonnées x,, y, des points 
M (to, Yo) tels que le coefficient de t de l'équation (7) de la leçon 
précédente soit nul, vérifient l'égalité 


(2) (ani + Gen) æ + (ayol + Gao) y + (arsl + desm) = (0. 
Définition 1. Une direction /: m est dite singulière si 
| dut + aiyem = 0, 


(3) 


Gjol + Goom = 


et non singulière dans le cas contraire. | 
L'équation (2) définit une droite relativement à une direction non 
singulière, qui est pa définition le diamètre conjugué de l: m non 
singulière. 
Comme 


dual® + 2ayelm + Gosm° = (at + am) L + (aol + Goom ) M, 


chaque direction singulière est direction asymptotique. : 

La réciproque n’est en général pas vraie: Si Ô = 0, les ao 
(3) n'admettent par exemple en / et mr que la solution triviale 
(L,.m) = (0, 0) (car Ô est le déterminant de ce système d'équations 
homogènes), si bien que toutes les directions relatives’ à une courbe 
à centre sont non singulières (y compris les deux directions asympto- 
tiques quand elles existent). [ 

Si ô = 0, les équations (3) possèdent une solution non triviale 
unique (à un facteur de proportionnalité près) (4, m) (0, 0), et 
l:M —= —Gje: Ayy = —G22: Ge. Ainsi, les courbes sans centre ou à 
une injfinité de centres admettent une direction singulière unique 
—Qje © Au — —Use* ee D) 
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Les formules (10) de la leçon 20 entraînent que cette direction 
est pour Ô — 0Ü‘une direction asymptotique (unique) de la courbe. 
Ainsi, la direction asymptotique des courbes sans centre ou à une infinité 
de centres est la direction singulière.n] | 

S'agissant de la parabole, on établit par des calculs directs que 
c'est lä direction de son axe. Dans le cas de deux HroItES parallèles, 
c'est la direction des droites. 

S + © 


Soit (2) le diamètre conjugué d’une direction À :-m non singu- 
lière. Il est clair que la relation: entre (2) et Z : m est intrinsèque, 
i.e. avec L : m définie par un autre couple de nombres Î!, m (mais 
qui lui est proportionnel) et l’équation (2) correspondante, on abou- 
tit à la même droite (parce que la nouvelle équation (2) est propor- 
tionnelle à l’ancienne). | 

Quant à la relation entre la droite (2) et l’équation (1) de la courbe 
de degré 2, elle est autrement difficile à établir. On ignore pour le 
moment l'arbitraire laissé sur (1), si bien que le seul moyen de déci- 
der du caractère correct de la définition du diamètre (2) est de lui 
de une image géométrique sensible sans recourir à l’équation 

Pour toute direction l : m non singulière, le diamètre (2) a de 
me direction —(a;;i + deu) : (ant + am). Si la direction l : 
est asymptotique (on rappelle que cela est possible one 
pour Ô 0) et, partant, 

(Gil + aie) L + (aiel + asom) m = 0, 

elle coïncide avec la direction de (2). Comme le coefficient de t de 
l'équation (7) de la leçon 20 est par définition nul pour tout point 
Mo (Zos Yo) du diamètre, le diamètre (2) est une asymptote à la direc- 
tion { : m (et il en est bien caractérisé) où une droite de direction 
L : m confondue avec (1) (la courbe (1) étant à centre, on verra plus 
loin que (2) en est bien caractérisé cette fois encore). Ainsi, le dia- 
mètre (2) est défini de façon correcte si L : m est une Girection asymp- 
totique. | 

Soit { : m une direction non ‘asymptotique et soit une droite 
quelconque de direction ? : m (i.e. de vecteur directeur a (l, m)). 
On suppose que la droite coupe la courbe (1) en deux points distincts 


M, M, et que le milieu M, (to, yo) du segment MM: définit avec 
le vecteur directeur a(!, m) la droite. Soient 


(&) æ=z+tl, Y = Vo + tm 
les équations paramétriques et et'1,, t. les valeurs relatives à M Get et M. 


du paramètre 1. On a MM, = ta, MM; = t,a. Or MM, — 
— _M 2 par hypothèse, donc t, + t, = 0. | 
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Selon les formules de Viète, la somme #, + t, = 0 est le quotient 
du coefficient de signe contraire de t (dans l'équation (7) de la leçon 
20) par le coefficient de t?, ce qui démontre la nullité dudit 
coefficient. Cela signifie que les coordonnées z,, y, du milieu du 
segment intercepté par (1) sur chaque droite de direction 
L : m vérifient l'équation du diamètre 
conjugué de la direction Îl:m, 
i.e. ce point appartient au dia- 
mètre (2). 

Inversement, soit M, (to, Yo) un 
point quelconque du diamètre (2). On 
suppose que la droite (4) de direction 
l : m coupe la courbe (1) en deux 
points M, et M.,. Les valeurs asso- 
ciées f,, {, du paramètre t sont racines de l’équation (7) mentionnée. 
Le point M, (zo, Yo) appartient au diamètre (2), si bien que le coef- 
ficient de t de (7) est nul. Aussi t, + {, — 0, donc M, par- 


tage le segment M,M, en son milieu. 

Définition 2. Une direction L : m s'appelle la direction de corde 
{relativement à la courbe (1)) s’il existe au moins deux droites de 
cette direction dont chacune coupe (1) en deux points distincts. 

Toute direction de corde est direction non asymptotique. 

Il ressort des résultats ci-dessus que le diamètre de (1) conjugué 
d'une direction de corde ! : m est bien défini comme étant une droite 
passant par les milieux des segments que la courbe (1) intercepte sur 
les droites de cette direction. 

Ainsi, les diamètres conjugués des directions de corde sont définis 
de façon correcte. 

S'agissant des diamètres conjugués des directions qui ne sont 
pas directions de corde, on doit se faire à l’idée que leur définition 
est peut-être incorrecte et l’avoir toujours présent à l'esprit. 

On observe que toutes les directions (non asymptotiques) relati- 
ves aux courbes [1] à [8] sont directions de corde. La définition 2 
est donc correcte dans ce cas. Un calcul trivial montre que s’il 
s’agit de deux droites confondues [9], chacune d'elles est le diamètre 
conjugué de toute direction non asymptotique, i.e. on a une fois 
de plus une définition correcte. 

+ ÿ + 


On récrit (2): 
(auZ + Giey + &is) D + (GuT + GooY + Gas) m = 0, 
d'où on a de suite (cf. équation (3) de la leçon 20) qu'elle est satis- 
faite par les coordonnées de tout centre de la courbe (1). Ainsi, par 
chaque centre de la courbe (1) passent tous ses diamètres. n 
Il en découle en particulier que toute courbe ayant une infinité 
de centres en ligne droite admet 11n diamètre unique confondu avec 
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cette droite. Ce diamètre est conjugué de chaque direction non sin- 
gulière (i.e. non asymptotique). 
+* + + 
La direction 


lim = —(agel + Goom) : (and + a1omM) 
du diamètre (2) conjugué d’une direction À : m vérifie la relation 


| (@ual + Guen) L + (@rol + Gosm) m' = 0, 
1.e. 


(5) aull + ay (m° + ml’) + a.smm' = 0, 


ce qui légitime la 

Définition 3. La direction L’ : m’ est dite conjuguée d'une direc- 
tion À : m (par rapport à la courbe (1)) si l’on est dans la condi- 
tion (5). 

La condition reste entière si l’on échange !, m et !’, m’. Par consé- 
quent, la relation de conjugaison est symétrique, i.e. la direction 
1 : m est conjuguée de la direction Z’ : m’. On parle donc des direc- 
tions conjuguées | : m et L’ : m:. 

Si L : m est non singulière, la direction conjuguée L” : m'est 
celle du diamètre conjugué et elle se définit de façon unique. La 
direction conjuguée d’une direction L : m singulière peut être quel- 
conque. 

On note de plus qu’une direction ! : m (singulière ou non) est 
direction asymptotique si et seulement si elle est auto-conjuguée. 

Définition 4. Deux diamètres d'une courbe à centre (1) sont dits 
conjugués s'ils admettent des directions conjuguées, i.e. si chaque 
diamètre est conjugué de la direction de l’autre. 

On n’introduit pas la notion de diamètres conjugués des courbes 
sans centre ou ayant une ligne des centres. 

Pour qu’un diamètre soit auto-conjugué, il faut et il suffit qu'il 
soit une asymptote. Inversement, toute asymptote (d’une courbe 
à centre) est un diamètre auto-conjugueé. 

+ à # 


Voyons s'il est possible de simplifier l'équation de la courbe (1) 
par un choix raisonnable des coordonnées affines. 

La condition (4) montre que les directions 4 : O et O :1 des axes 
de coordonnées sont conjuguées si et seulement si 


Ge = 0. 


En effet, les directions L : m — 1 : Oet L’ : m’ = 0 : 1 remplissent 
la condition (4) si et seulement si a, =0. [0 

Si l'on choisit des axes de coordonnées de directions conjuguées, 
on élimine dans (1) le terme en zy. 
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En transférant l'origine au centre, on en chasse les termes liné- 
aires. On a la 

Proposition 1. Pour toute courbe du second degré ayant un centre 
unique, il existe un système de coordonnées affines x, y dans lequel 
l'équation de la courbe s'écrit 


([) Ant + Gooÿ® + ag3 = 0, où a, O0, a Æ 0. 


‘Pour qu'un système de coordonnées affines présente cette propriété, 
il faut et il suffit que l'origine coïncide avec le centre de la courbe et 
que les axes de coordonnées soient les diamètres conjugués. t 

On est dans la condition a,;, 0, a., = O parce que dans le 
cas contraire l'équation (I) ne décrirait pas une courbe à centre. 


+ + + 


Malheureusement, nous avons commis, en démontrant la pro- 
position {, une grave erreur de raisonnement. Il est déjà apparu que 
-les notions de centre et de directions conjuguées se rapportent en 
général à l'équation (1) fixe, donnée à l’avance, de la courbe du 
second degré. Si l’on veut être tout à fait rigoureux, on devrait 
donc dire « un centre relativement à l'équation (1) » et non «un 
centre »; .« des directions conjuguées par rapport à l'équation (1) » 
et non « des directions conjuguées » tout court, et ainsi de suite. 
À la lumière de ces considérations on revient à la proposition 1 dont 
la démonstration s'effectue ue fois par étapes, ce qui fait ressortir 
sa logique interne. 

Etape première. On choisit une direction non asymptotique (rela- 
tivement à ({)) quelconque et on l’accepte comme direction de l’axe 
des ordonnées du nouveau système de coordonnées. 

Etape 2. On prend pour direction de l'axe des abscisses la direc- 
tion conjuguée (par rapport à (1)). 

Etape 3. Par hypothèse, la courbe concernée admet un centre uni- 
que (relativement à (1)) qu'on considère comme origine.  . 

Etape 4. On fixe le système de:coordonnées en choisissant de 
façon arbitraire les vecteurs. directeurs des axes de coordonnées. 

Etape 9. On désigne par zx”, y’ les coordonnées dans le système 
ainsi obtenu et on écrit en ces ‘coordonnées l'équation de la courbe 
considérée :.: : | se 


6) ait) Lan + a (u P+ Dai" + 20" + ay = 0. 


Etape 6. Les axes de coordonnées étant conjugués et le centre 
étant en l’origine, on a . = 


: , Hs | ® ur 


.. Par conséquent, l'é équation . 6). est. vs accents près) de la for- 
me (I). 
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L'erreur saute aux yeux: à la dernière étape, la propriété de 
conjugaison et le centre sont rapportés à l'équation (6) et non à (1)! 

La démonstration reste valable à condition de montrer que le 
fait de passer à (6) n'altère pas le résultat. On le constate en effet 
si l’on déduit (6) de (1) en ‘substituant aux coordonnées z, y leurs 
expressions 


{7) Z = CynT + Cjoÿ" + To, 
Yy = Cut + Cooÿ" + Yo 


moyennant zx’, y’. Mais les calculs s'avèrent assez laborieux à moins 
de faire preuve d’un esprit d'invention. On les simplifie par pas- 
sage aux notations matricielles (d’autres procédés sont possibles 
dont le symbolisme d’Einstein). 

Le premier membre de la condition de conjugaison 


| Gullh + Ge (ru + mb) + Goomm = 0 
{par rapport à l'équation ({)) est une forme bilinéaire de matrice 


_. fau a 
a= fr | “). 
d2y 22 


TE) 


De même, le premier membre de l'équation @ C exprime par la 
formule 


Il s'écrit donc 


: LT en 
CZ DA #2 (ais au) ( + A33e 
y y : 
D'autre part, les formules (7) s’écrivent en notations matricielles 
z T'Y [zx . 
QC) Ce) 
y U.7 \Yo 
où “ri, he 
c=(" se) 
> Cog Coo 
est la matrice de ‘passage. La substitution mentionnée donne donc le 
polynôme 


TL 
Lean (e) (rm 
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= (a) CTAC(? +6 po'a(®)+ 
+ (au 80 AC (7, ) + (ao vo) (9°) +2 (us a) c()+ 
+2 (as, 22) (7 * += (& y) c'AC(T )+ 
+2 [(ais, @2s) + (os Ve) A] C (*) " 


+ (Go 19 4 (°° ?) +2 (ais ax) (? *)+ass 


(nous avons utilisé la propriété de symétrie de À (AT — À) et l’identi- 
té (a, b) Ê ] = (c, d) ( , )) . Ainsi, on a prouvé que si l'équation (6) 
résulte de la substitution de (7) dans (1), alors la matrice 


d. a: 
À ’ 11 19 
] [à ) 


A” = CTAC, 
et la ligne (a, a.,) et le terme constant a,;, par 
(is Gus) = [(@13, G23) + (Tos Yo) A] C, 


= (Zos Yo) À ( ) + 2 (is 423) ( ) + Aase 


Avec a un vecteur quelconque et 2, m et 1’, m’ ses coordonnées 
dans l’ancien et le nouveau système de coordonnées respectivement, 


L ()-c(2) 


Aussi on a pour a et a, arbitraires 
l ? ? l' , ? ? l 
(li, m4) A{ n)= (L, m;) cac m' )= (li, M) À (. ) d 
et les relations 
l RS 
(L, m)A(,, )=0 et (l,, m,) À w )-0 


sont donc équivalentes. 


s'exprime par 
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Ainsi, les directions des droites de vecteurs directeurs a et a, 
sont conjuguées en coordonnées x, y par rapport à l'équation ({} 
si et seulement si elles sont conjuguées en zx’, y” par rapport à (6), 
si bien qu'à l'étape 6 la conjugaison est comprise au sens voulu 
(l'équation (6) étant nécessairement obtenue de façon décrite). 

On procède de même pour le centre. Les coordonnées zx, y du 
centre (relativement à (1)) de la courbe sont définies à partir de 


Au? + GoY + Gs = 0, 

GT + GooY + dos = 0, 
relations équivalentes à une seule relation matricielle 
(8) (z, y) À + (as, Ges) = (0, 0). 


Aussi les coordonnées zx”, y” du centre (relativement à (6)) de !: 
même courbe vérifient l'égalité 


(9) (z', y) A+ (as, 4,3) = (0, 0). 


En vertu des formules démontrées, 


enr -[e((s)-(OIT ces 


+ [(@i3, G23) + (Lo, Yo) A1 C = [(Z, y) — (Zos Yo)] (C1)! C'AC+ 
+ [(Giss 23) + (To, Yo) A] C = [(z, y) A+ (ais, a23)] C. 


La matrice C étant inversible, il y a donc équivalence de (8) et (9). 
On a complétement motivé l’étape 6 de la démonstration de la 


proposition 1. © 
*k *%X *# 


Quand la courbe n'est pas une courbe à centre, on prend pour 
direction 0 : 1 de l’axe des ordonnées une direction non singulière 
(i.e. une direction non asymptotique) quelconque et pour axe des 
abscisses le diamètre conjugué de cette direction (en plus de la 
direction, on fixe donc la position de l'axe des abscisses). D'après 
la formule générale (2), le diamètre conjugué de la direction 0 : 1 
est défini par l'équation 


QjeT + Ageÿ + des = 0 


(les coefficients et les coordonnées sont certes leurs homologues 
dépourvus d’accents de l'équation (6) correspondante). L'hypothèse 
« le diamètre est l’axe des abscisses y = 0 » entraîne donc a;,, = 0, 
due = À, ass = 0, d’où a; = 0 (car aa, — af, — 0). Avec l'axe 
des abscisses et la direction de l’axe des ordonnées ainsi choisis, 
l'équation de la courbe s'écrit 


(10) Gooÿ” _u 24,37 + Gas — 0, où das PE 0. 
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Comme son déterminant 


0 O0 as 
A=|0 Goo 0 = — Goods 
ay 0 az 


la courbe (10) est du type II (absence de centre) ou du type (III) 
(il y a une ligne des centres) selon que a,;; = 0 ou a;; = 0 

Ainsi, on a pour &3 = 0 la 

Proposition 2. Pour toute courbe du second degré ayant une ligne 
des centres, il existe un système de coordonnées affines x, y tel que son 
équation soit de la forme 
{II1) Goÿ” + ags = 0, où a, 0. 


Un système de coordonnées affines jouit de cette propriété si et seulement 
si l'axe des ordonnées à une direction non singulière et l'axe des abscisses 
est le diamètre conjugué de la direction de l'axe des ordonnées. n 

Si 43 5 0, l’axe des abscisses coupe la courbe (10) au point 


d'abscisse z=— 5. On accepte ce point pour origine (ce qui 


fixe la position de l'axe ‘des ordonnées) et on annule a, de l’équa- 
tion (10). Ainsi, on a la 

Proposition 3. Pour toute courbe du second degré n'ayant pas de 
centre, il existe un système de coordonnées affines x, y tel que son équa- 
tion soit de la forme 
{I1) Gaoÿ* + 2437 = 0, où a, 0, a,3 #0. 
Un système de coordonnées affines jouit de cette propriété si et seulement 
si l'axe des ordonnées a urte direction non singulière, l'axe des abscisses 
est le diamètre conjugué de la direction de l'axe des ordonnées et l'ori- 
gine APROTERE à la courbe. tr; 

: : + * + 


Il ya intérêt à réunir les trois propositions de cette leçon: On a le 

Théorème 1. Pour toute courbe du second degré du plan affine, 
il existe un système de coorconnées affines z, y tel. que son équation 
soit de l’un des types ‘suivants: 

(D) AT + Goo + Ass = 0, où an ÆO0, ai 0; 

(11) Gooÿ” + 2ast = Q, où a O0, 350; 

(II) Geoÿ” + ss — 0, OÙ Goo Æ 0, 
toute courbe étant définie dans deux systèmes de coordonnées par ure 
équation de même, type. O- 

La. dernière affirmation résulte ‘de l'interprétation géométrique 
des équations (courbes à centre, courbes sans centre, courbes ayant 
une ligne des centres). 

I1 y a lieu de souligner que le tHéorème 1 est” vrai dans Île plan 
affine sur K queéféonquë. - :: Ut de «4 
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Courbes du second degré dans le plan affine complexe. — Courbes 
du second degré dans le plan affine réel-complexe.— Unicité de 
l'équation d’une courbe du second degré.— Courbes du second degré 
dans le plan euclidien.— Circonférences. 


Selon que tel ou tel coefficient est nul ou non, les équations du 
théorème 1 de la leçon précédente donnent, après division par un 
coefficient 0, pour les courbes du second degré: 


(1) Az + By° = 1, 

(lo) Az? + By° = 0, 

(II) y° = 247%, 

(:) y + 4 = 0, 

(I) y° = 0, 
avec A Æ0, BÆ0. 

On simplifie ces équations si les propriétés arithmétiques du 
corps de base K le permettent. Si tout élément de K possède par 
exemple une racine carrée (c'est le cas en particulier du corps € 


des nombres complexes), on introduit dans (I,) et (1,) les nouvelles 
coordonnées zx’, y’ définies par 


z'=VAz, y = VBy, 
et dans (IT) et (III,) x’, y’ définies par 
r ee =. 
Z'=Z, y Vi 
Cela donne le 
Théorème { (réduction à Ia forme canonique dans le cas €). 
Pour toute courbe du second degré dans le plan affine complexe, il 
existe un système de coordonnées affines x, y tel que l'équation de la 
courbe soit dans ce système l’une des cinq équations suivantes : 


M] +y=1, 


[2] x? + y? = 0, 
[3] y? = 2x, 

[4] pÿ+1—0, 
[5] y = 0, 


12—01070 
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toute courbe étant définie dans deux systèmes de coordonnées par une 
même équation. 

La dernière affirmation tient à ce que la courbe {2] est un couple 
de droites sécantes, la courbe [4] deux droites parallèles, la courbe 
[5] deux droites confondues, la courbe [3] n’a pas de centre (de symé- 
trie) et la courbe [1] est une courbe à centre (de symétrie) et ne con- 
tient aucune droite (si l’on a identiquement en t 


(co + €) + Go + im} = 1 
alors 
lP+tm2=0, zxl+ym—=0, zx+yi—À, 


ce qui n’est possible que lorsque (!, m) = (0, 0)).n 

Conséquence (théorème de classification des courbes du second 
degré dans le cas C). Toute courbe du second degré du plan affine 
complexe est, ou bien: 
a) une courbe à centre [1] ne contenant aucune droite, ou bien 
b) une courbe dépourvue de centre [3], ou bien 
c) deux droites (sécantes [2], parallèles distinctes [4], confondues 
El 


[5]) 
À la courbe a) on donne indifféremment le nom d'ellipse ou 
d'hyperbole. C'est l'ovale de certains auteurs. 
La courbe b) peut être appelée parabole. 
+ + + 


Dans le cas (C, R), on introduit pour (1,), (1) (afin que les 
coefficients restent réels) les nouvelles coordonnées 


= VIA x, y" = VIA lIy, 
et pour (II), (III;) 

Z —=ZT, Se 

FT yra 
Les équations pouvant être multipliées par —1, on en déduit le 
Théorème 2 (réduction à la forme canonique dans le cas (C, R)). 
Pour toute courbe réelle du second degré du plan affine réel-compleze, 
il existe un système réel de coordonnées affires tel que la courbe soit 


définie dans ce système par l'une des neuf équations affines canoniques 
suivantes : | 


[1] zx + y —1= 0, 
[2] 2x+y+1=0, 
[3] zx? + y? = O0, 
[4 2—y—41—0. 
[5] 2x — y = 0, 


LEÇON 22 179 


[6] y — 2r = 0, 
[7] y? —1 = 0, 
[8] y? + 1 = 0, 
[9] y° = 0, 


toute courbe étant définie dans deux systèmes distincts par une même 
équation. 

La dernière affirmation découle de la propriété de chaque courbe 
[1] à [9] d’être caractérisée géométriquement : 

[1] Courbe à centre qui découpe dans le plan réel une ellipse. 

[2] Courbe à centre disjointe du plan réel. 

[3] Deux droites sécantes complexes conjuguées. 

[4] Courbe à centre qui découpe dans le plan réel une hyperbole. 

[5] Deux droites sécantes réelles. 

[6] Courbe sans centre (qui décrit dans le plan réel une parabole). 

[7] Deux droites parallèles distinctes réelles. 

[8] Deux droites parallèles distinctes complexes conjuguées. 

[9] Deux droites confondues (qui sont automatiquement réel- 
les). Q 

Les coordonnées affines qui repèrent une courbe donnée du second 
degré de la forme spécifiée dans le théorème 2, sont dites canoniques 
(pour la courbe concernée). 

Il est déjà apparu que la courbe [1] est une ellipse réelle, la courbe 
[2] une ellipse imaginaire et que les courbes [4] et [6] sont une hyper- 
bole et une parabole respectivement (l'épithète « réelle » est sous- 
entendue). 

Conséquence (théorème de classification des courbes du second 
degré dans le cas (C, R)). Dans le plan affine réel-complezxe, toute 
courbe réelle du second degré est l’une des courbes suivantes : 

a) une ellipse (réelle [1] ou imaginaire [2]), 

b) une hyperbole [4], 

c) une parabole [6], 

d) deux droites (sécantes complexes conjuguées [3], sécantes réelles 
[5], parallèles distinctes réelles [7], parallèles distinctes complexes 
conjuguées [8], confondues [9]). O 


& + * 


On achève la construction de la théorie des courbes du second 
degré (dans les cas € et (C, R)) en résolvant le problème relatif 
à l’unicité de leurs équations. 

Etant donnée une courbe du second degré définie par l'équation 


F (zx, y) =0, 
avec F (x, y) un polynôme de degré 2, l'équation proportionnelle 
kF (x, y) = 0, 


142*+ 
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où X est un nombre quelconque non nul, définit la même courbe. 
On identifie naturellement de telles équations. 

Il se trouve que (dans les cas € et (C, R)), c'est le seul arbi- 
traire laissé sur les équations. 

Théorème 3 (unicité de l’équation d’une courbe du second degré). 
Si, dans le plan affine complexe ou (C, R), deux équations du second 
degré 

Fr, y)=0, G(x, y =0 


définissent (dans un même système de coordonnées affines zx, y) une 
même courbe, ces équations sont proportionnelles : 


Ga y)=RkF(&, y), kz#0. 


Le théorème montre que nous avons eu tort de démontrer scru- 
puleusement le théorème 1 de la leçon précédente. Il est vrai qu'uti- 
liser à l’époque le résultat ci-dessus équivaudrait à tomber dans un 
cercle vicieux. Ce résultat ne s’appuie-t-il pas sur le théorème de 
classification, donc sur la leçon 21 ? 

Avant d'aborder la démonstration même, on fait plusieurs remar- 
ques d'ordre général qui ont leur intérêt propre. Le corps K est 
supposé quelconque pour l'instant. 

Le fait que la courbe du second degré 


Qu” + 24jo7y + Goo” + 2@isT + 2@2sÿ + Ass = 0 
passe par le point M, (zo, Yo) signifie la validité de la relation 


(1) Au1TS + 2di2ToYo + Ana + 2@13%0 + 2@23ÿ0 + Ass = 
qui est une condition linéaire homogène à imposer aux coefficients 
(2) Gui is Goes gr os ss 


de l'équation de la courbe. On démontre en algèbre (il s’agit d’un 
<as particulier du théorème général portant sur le nombre de solu- 
tions élémentaires d’un système d'équations homogènes, théorème 
dont nous donnerons au prochain semestre une interprétation géo- 
métrique et une démonstration appropriée) qu'un système de n 
équations linéaires homogènes à n + 1 inconnues admet une solu- 
tion non triviale unique à un facteur de proportionnalité près s’il 
y a indépendance linéaire des équations du système. Si cinq points 
distincts 


(3) Miss Mas Ms Mu M: 


présentent la propriété que 5 conditions (1) imposées aux coeffi- 
cients (2) sont linéairement indépendantes (au cours de la démons- 
tration du théorème 3 nous dirons de ces points qu'ils sont indé- 
pendants) et s’il existe une courbe du second degré passant par ces 
points (l'existence ne découle pas du théorème des équations parce 


LEÇON 22 181 


que la solution peut avoir les trois composantes a;;, &je, G+9 nulles), 
alors deux équations quelconques de la courbe sont proportionnelles. 
Ainsi, on a la 

Proposition 1. Si une courbe du second degré passe par cinq points 
indépendants, alors ses deux équations quelconques (de la forme 
F (x, y) = 0, avec F (x, y) un polynôme de degré 2) sont proportion- 
nelles. Q 

On complète cette proposition par le lemme important ci-dessous. 

Lemme. Les points (3) sont indépendants s'ils ne sont pas alignés 
quatre à quatre. 

Démonstration. Supposons que les points (3) sont dépendants, 
i.e. la relation (1) associée à l’un d'eux (disons, à M.) est combinaison 
linéaire des relations correspondant aux quatre points restants. Cela 
signifie que dès qu’une courbe du second degré passe par M,, À, 
M;, MA, elle passe également par M,. Or, l’une de ces courbes est 
formée de deux droites M,M, et MM, si bien que W, appartient 
à l’une de ces droites. On établit de même que M, est sur M,M, ou 
MM, ce qui n’est évidemment possible que si au moins deux des 
quatre droites se confondent, i.e. si au moins trois des points M, Àf,, 
M;, M, sont en ligne droite. 

Soient M,, M,, M, ces points. La courbe du second degré formée 
de la droite M,M, et d’une droite quelconque passant par W, con- 
tient M,, M:, M3, M, à la fois, si bien que Àf; lui appartient. Il 
est clair que cela n’a lieu que si M, est sur M,M,, auquel cas 1/,, 
M;, M; et M; sont alignés: contradiction avec l'hypothèse. qui 
démontre le lemme. [ 

Fort de ces résultats, on passe à la 

Démonstration du théorème 3. D'après la proposition 1, il suffit 
de trouver cinq points indépendants de chaque courbe du second 
degré. Ceci étant, ils ne sont pas nécessairement réels dans le cas 
(C, R) (en effet, on n’établit pas l'équation de la courbe connais- 
sant ces points, on en démontre seulement l’unicité). Aussi on se 
borne, sans restreindre la généralité, au cas complexe. 

Si la courbe ne contient aucune droite (i.e. si c'est un ovale ou 
une parabole), ses trois (à fortiori quatre) points quelconques ne 
sont pas alignés. Ses cinq points quelconques sont donc indépendants 
aux termes du lemme. Le théorème se trouve démontré pour cette 
courbe. 

Il est clair que toute courbe couple de deux droites distinctes 
contient cinq points vérifiant la condition du lemme, donc indé- 
pendants, d’où la validité du théorème pour les couples de droites 
distinctes. 

Le cas de deux droites confondues ne se traite pas si facilement. 

Soit F (x, y) = 0, avec F (x, y) un polynôme de degré 2, une 
équation quelconque de deux droites confondues. Comme le veut le 
théorème de réduction (éñoncé exactement), on passe des coordon- 
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nées x, y à 
2° = Ci1T + Cyoÿ + Los 
Y' = CaiT + Ca2Y + Yo 


telles qu'en substituant dans F (x, y) les expressions de x, y en 
fonction de zx’, y’, on obtienne un polynôme proportionnel à y'°. 
On conçoit que F (x, y) est alors proportionnel à (c,,7 + coy + 
+ y}?, ce qui démontre que toute équation de deux droites confon- 
dues s'écrit (Az + By + CŸ° = 0, où Az + By + C = 0 définit 
une droite du couple. 

La proportionnalité de deux équations quelconques d’un couple 
de droites confondues découle maintenant de la même propriété 
de deux équations quelconques de la droite. 

Le théorème 3 se trouve complètement démontré. [] 

Remarque. S'agissant de K quelconque (de caractéristique -£2), 
on montre sans peine que les courbes (I,) et (II) (voir début de la 
leçon) ne contiennent pas de droite, que la courbe (I,) est, ou bien 
un point, ou bien deux droites sécantes, et que la courbe (III) est 
soit un ensemble vide. soit deux droites parallèles. En outre, l’en- 
semble des points de chaque courbe (IT) est équipotent à l’ensemble 
des éléments de K, et l’ensemble des points de chaque courbe (I,) 
non vide l’est à l’ensemble des éléments de K plus un élément 
(démontrer!). Ainsi, le cas de K quelconque coïncide formellement 
avec le cas du corps R des nombres réels. 

Si K contient plus de trois éléments, le théorème 3 est donc vrai 
pour toute courbe du second degré du plan affine sur K qui n'est 
pas réduite à un point. Il n’est pas en principe vrai pour les courbes 
vides ou les courbes points. 


* + * 


Plaçons-nous maintenant dans le plan euclidien (réel ou réel- 
complexe) et dans un système de coordonnées rectangulaires. 

Définition 1. On dit d’une direction / : m qu'elle est principale 
relativement à la courbe du second degré 


Qu + 2ajoty + Gaoÿ* + 20187 + 2023 + ass = 0 


si la direction perpendiculaire —m : L lui est conjuguée (et n’est 
pas en particulier une direction singulière). 

Cette condition est évidemment satisfaite par la direction singu- 
lière —@Gje : Ayy — —Gse : Gya- Ainsi, la direction singulière (i.e. 
la direction de l’axe pour la parabole et la direction des droites 
parallèles dans le cas du couple de droites parallèles) est principale 
pour toute courbe qui n'est pas à centre. 

La direction perpendiculaire à la direction singulière est égale- 
ment principale. Ce sont les seules directions principales des courbes 
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du second degré qui ne sont pas à centre. Ainsi, pour toute courbe 
qui n'est pas une courbe à centre, il existe deux directions principales 
perpendiculaires et deux seulement. CO 

Si l’on se rappelle le procédé décrit dans la leçon 21 pour réduire 
l'équation d’une courbe du second degré à la forme simple (II) ou 
(III), on voit de suite que dans le plan euclidien cette réduction 
s'effectue dans la classe de coordonnées rectangulaires : il suffit de 
prendre dès les premiers pas la direction de l’axe des ordonnées 
pour direction principale et non singulière. Ainsi, pour toute courbe 
du second degré du plan euclidien réel ou réel-complexe qui n'est pas 
une courbe à centre, il existe des coordonnées rectangulaires x, y par 
rapport auxquelles son équation s'écrit sous forme (II) ou (III). O 

On établit le résultat analogue pour les courbes à centre si l'on 
prouve l'existence d'au moins un couple de directions perpendicu- 
laires (donc principales) conjuguées, ce qui ne présente pas de diffi- 
culté. En effet, la propriété « la direction non singulière ! : m est 
conjuguée de la direction perpendiculaire —m : L » signifie la vali- 
dité de l'égalité 

L'(Go1l + Goom) — m (anl + aiom) = 0, 

i.e. de 
(4) Goil* + (Gse — Qu) lm — ayem* = 0. 


Ainsi, La direction | : m est principale si et seulement si l'on a la 
relation (4). O 

(A propos, il est immédiat de vérifier que le résultat persiste 
pour ! : m singulière.) 

La relation (4) est vérifiée identiquement pour a,, = 0 et a; = 
= Go, i.6. dans ce cas toute direction est principale. Lorsque a, 0, 
la relation (4) est une équation du deuxième degré en !/ : m dont les 
solutions se mettent sous deux formes équivalentes 


L:m= (a, —a2 + V(@11 — 022)? + 4aë,) : 2a, 


Lim —2a2: (as —ax F V' (ais — 222)? + 4aë,). 


Les mêmes formules ont lieu pour ay = Ü, a; ass à condition 
d'utiliser celle qui a un sens: c’est la première formule pour la racine 
précédée de signe plus et la seconde dans le cas contraire. 

Ainsi, ces formules donnent deux valeurs réelles de ! : m pour 
(Gy1 — Go2)° + 4a°, > 0, i.e. étant donnée une conique à centre, ou 
bien il existe deux directions principales et deux seulement (qui sont 
automatiquement perpendiculaires et conjuguées), ou bien toute 
direction est principale. [ 

On a démontré en particulier qu'il existe pour toute conique à 
centre des coordonnées rectangulaires telles que son équation soit (I), 
i.e. ou bien (1,). ou bien (T;). 
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On multiplie, si besoin est, par —1 et on estime que dans cette 
équation À >0. On pose 


ne rl = 
VA V181° 


En outre, on admet que a >> b pour (I,) (si B > 0) et pour (I) (sinon 
on doit effectuer un changement de coordonnées). S'agissant de 


(I), on obtient de plus 
4 1 
tai 
Soit le cas (II). On change, si besoin est, l’orientation de l’axe des 


abscisses et on admet À >> 0. On pose p = À. 
Si l’on se place dans (III,), on pose 


b=VIAlI 
Ainsi, on a le 
Théorème 4 (réduction à la forme canonique dans le plan eucli- 
dien). Pour toute courbe (réelle) du second degré du plan euclidien 
réel ou réel-complexe, il existe un système (réel) de coordonnées rectan- 
gulaires tel que l'équation de la courbe soit de l’une des neuf catégories: 
2 2 
(M) S+tgr=t, a>b>0; 
2 3 
D) H+ye=—1 a>b>0; 
2 2 4 4 
[3] — + = 0, a>b>0 et ts 


4] LH 414, a>0, b>0; 


a? bi 
5] &—É-0, 4a>0, b>0 € +=: 
[6] y?=2px, p>0; 
[7] y?—b2=0, b=>0; 
[9] y?=0. 


Dans le plan réel, ce sont respectivement 
[1] une ellipse, 

[2] un ensemble vide, 

[3] un point, 

[4] une hyperbole, 

[5] deux droites sécantes, 


[6] une parabole, 
[7] deux droites parallèles distinctes, 
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[8] un ensemble vide, 

[9] deux droites confondues, 

dans le plan réel-complexe, 

[4] une ellipse réelle, 

[2] une ellipse imaginaire, 

[3] deux droites sécantes complexes conjuguées, 

[4] une hyperbole, 

(5) deux droites sécantes réelles, 

[6] une parabole, 

[7] deux droites parallèles distinctes réelles, 

[8] deux droites parallèles distinctes complexes conjuguées, 
[9] deux droites confondues, 

toute courbe non réduite à un point dans le cas réel étant définie dans 
deux systèmes de coordonnées par une même équation. 

S'agissant d'équations de catégories différentes, la dernière 
affirmation découle de son homologue affine, et s'agissant d’équa- 
tions de même catégorie, elle tient à ce que (dans les cas [1] à [8]) 
les coefficients sont caractérisés géométriquement comme suit: 

[1] Les nombres a et b sont égaux aux longueurs des segments 
interceptés par la courbe sur les axes de symétrie. 

[2] Les nombres ia et ib sont égaux aux longueurs des segments. 
interceptés par la courbe sur les axes de symétrie (cela est vrai seule- 
ment du cas (C, R)). 

[3] Même remarque.) Lorsque a = b, la longueur de tout seg- 


ment de chaque droite est nulle (ce sont les droites ésotropes), et. 
2 2 
dans le cas contraire, le cosinus de l'angle de ces droites est ns 


et 


LI 


Cette condition jointe à la condition de normalisation _ + _ = 


définit univoquement les nombres a et b tels que a > b > (. 
[4] Le nombre 2a est la Honeueur du segment défini p par la courbe 


sur l’axe de symétrie, et 5 ere est le cosinus de l’angle formé par 


ses asymptotes. 
b? 
[5] Le nombre = m3 L— za est égal au cosinus de l'angle de deux droi- 


tes formant la courbe. 
[6] Le nombre + est la distance du foyer au sommet. 


[7] Le nombre 2b est la distance de deux droites formant la courbe. 

[8] Le nombre 2ib est la distance de deux droites formant la. 
courbe (cela est vrai du cas (C, R) seul). CO 

Conséquence (théorème de classification des courbes du second 
degré du plan euclidien). Toute courbe réelle du second degré du plan. 
euclidien réel-compleze (toute courbe du second degré du plan eucli- 
dien réel qui n'est pas réduite à un point) est, ou bien 

a) une ellipse (réelle [1] ou imaginaire [2]), ou bien 
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b) une hyperbole [4], ou bien 
c) une parabole (6], ou bien 
d) deux droites (sécantes complexes conjuguées [3], sécantes réelles 
{5}, parallèles distinctes réelles [7], parallèles distinctes complexes con- 
juguées (81, confondues 191). DO 
+ 


On examine, pour terminer, le problème de description géomé- 
trique des courbes à centre telles que toute direction soit principale. 

L'exemple de cette courbe dans le plan euclidien réel est la 
circonférence, i.e. le lieu des points dont la distance à un point donné 
(le centre) est À. En effet, la circonférence est évidemment décrite 
(en coordonnées rectangulaires x, y) par l'équation 


(5) (x — a)? + (y — b} = R, 
avec a, b les coordonnées du centre, i.e. par 
(6) 2° + y° — 2ax — 2by +c=O0, 


où c — a° + b° — R*. Ainsi, on a effectivement a, = 0, ay; — 
= Ag. 0 

Si l’on se place dans le plan réel-complexe, on prend cette pro- 
priété pour définition. 

Définition 2. Une courbe réelle du second degré du plan eucli- 
dien réel-complexe s'appelle circonférence si a; = O0 et a; = &@os, 
i.e. si son équation se met sous forme (6). Le point (réel) de coordon- 
nées a, b est par définition le centre de la circonférence et le nombre 
R = Va +b?—c son rayon. 

On vérifie de suite le caractère intrinsèque de ces définitions, 
i.e. le fait qu'elles ne dépendent pas des coordonnées rectangulai- 
res Z, y. 

Trois cas peuvent se présenter. 

Cas a° + b* — c> 0. Le rayon À est un nombre réel positif. 
L'intersection de la circonférence avec le plan réel est une circonfé- 
rence usuelle de rayon À et de centre (a, b). Cette circonférence 
étant une courbe du second degré est du type [1], i.e. c’est une ellipse 
réelle. On dit d’ordinaire que c'est une circonférence réelle. 

Cas a? + b° — c = 0. Le rayon R est 0. La circonférence touche 
le plan réel en un seul point (0, 0) qui est son centre. En tant qu’une 
courbe du second degré, elle est du type [3], i.e. ce sont deux droites 
isotropes sécantes (en (0, 0)) complexes conjuguées. 

Cas a + bb —c<0. Alors on pose d'ordinaire À — 
= Wa +b?—c|, i.e. on emploie la notation R = iR. La cir- 
conférence est dépourvue de points réels et est du type [2]. On lui 
donne d'habitude le nom de circonférence imaginaire. 

Les trois circonférences sont le lieu des points du plan euclidien 
(C, R) dont la distance au centre est égale à un nombre donné réel 
ou imaginaire pur. Cette propriété peut jouer le rôle de définition. 
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Ellipsoïdes. — Ellipsoïdes imaginaires. — Cônes imaginaires du second 
degré. — Hyperboloïdes à deux nappes. — Hyperboloïdes à une nap- 
pe.— Génératrices rectilignes de l’hyperboloïde à une nappe.— Cônes 
du second degré.— Paraboloïdes elliptiques. — Paraboloïdes hyper- 
boliques.— Cylindres elliptiques. — Autres quadriques.— Théorème 
de classification. 


Dans l’espace, l’analogue d’une courbe de degré 2 est une surface 
du second degré (une quadrique) dont l'équation s'écrit 


F (x, y, z) = 0, 


avec F (x, y, z) un polynôme de degré 2 en zx, y, z. On établit 

pour les quadriques les mêmes résultats que pour les courbes du 

second degré au prix de certaines modifications et des complications 

adéquates. Nous en laissons le soin au lecteur tout en nous bornant 

à une description sommaire des quadriques. Nous nous placerons 

dans l’espace euclidien rapporté aux coordonnées rectangulaires. 
* + * 


[1] Ce sont les surfaces définies dans un système de coordonnées 
rectangulaires x, y, z par une RL Rare de la forme 


(1) ++ 


où a >b>c> 0. Elles portent le nom d'’ellipsoides. 
Lorsque a — b = c, l'ellipsoide devient une sphère de rayon a. 
On se représente au mieux l’ellipsoïde si l’on étudie ses sections 
par des plans parallèles aux plans de coordonnées. Soit par exemple 
le plan z — hk parallèle au plan Ozy. Dans ce plan, les nombres zx, y 
sont les coordonnées (dans le repère Hij, avec i, j les vecteurs uni- 
taires portés par les axes Oz, Oy et H un point de coordonnées 
(0, 0, h)), et la courbe découpée dans le plan par l’ellipsoide (1) 
est représentée en ces coordonnées par 
21 2 h2 
masi 
1.0. 


RACE =: 
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Si Jk|>c, le plan z — k ne coupe donc pas l’ellipsoïde (1). St 
| k | = c, ils ont un point commun unique (qui est (0, O, c) pour 
h = c et (0, 0, —c) pour À — —c), et si | k | <Lc, la section de 
l'ellipsoïde par le plan est une ellipse de demi-axes 


avi, op 1—#, 


dont les valeurs atteignent leur maximum (= a, = b) avec hk = D 
et tendent d’une façon monotone vers 0 avec | À | allant en crois- 
sant de O à c. 

On montre de même que le plan y = h ne coupe pas l’ellipsoïde 
(1) pour | y | > b, qu'ils se rencontrent pour | y | = b en un seul 


Ellipsoïde Ellipsoïide imaginaire 


point (qui est (0, b, 0) pour y = b et (0, —b, 0) pour y = —b)} 
et que la section de (1) par le plan est une ellipse de demi-axes 


1 TT, h 
avi, cy1—#, 
dont les valeurs les plus grandes a et c sont atteintes pour k = 0 
et qui tendent vers 0 avec | À | allant en croissant de 0 à b. 
De même, le plan x = h et l’ellipsoide (1) n'ont pas de point 
commun pour |k | => a, ils se coupent pour | k | — a en un seul 


point (a, O, 0) ou (—a, 0, 0) selon que k = a ou k = —a, et le 
plan coupe pour | k | << a l'ellipsoïde suivant une ellipse de demi- 


axes 
Vie Vi. 


dont les valeurs maximales b et c sont réalisées pour k = 0 et qui 
décroissent jusqu’à O0 avec | À | allant en croissant de 0 à a. 

Cela donne une idée nette de la forme de l’ellipsoïde (1). En par- 
ticulier, il est entièrement contenu dans un parallélépipède rectangle 
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(il est inscrit dans ce parallélépipède) de centre © (0, O, O0), de faces 
parallèles aux plans de coordonnées et d’arêtes de longueur 2a, 2b 
et 2c respectivement. 

Il y a lieu d'ajouter que l'équation (1) est invariante dans le 
changement de signe des coordonnées x, y, z, si bien que les plans 
de coordonnées sont des plans de symétrie de l’ellipsoïde (1) et 
l'origine en est le centre de symétrie. 

Lorsque a > b > c, l’ellipsoide ne possède pas d’autres plans 


de symétrie. 
+ +5 


[2] Ce sont les surfaces définies dans un système de coordonnées 
rectangulaires x, y, z par une équation de la forme 


22 2 3 
(2) ns |, 
avec a > b > c > 0. Ces surfaces dépourvues de points réels s’appel- 
lent ellipsoides imaginaires. 
té + + 
[3] Les surfaces de ce type sont décrites en des coordonnées rec- 


tangulaires x, y. z par 
z3 


2 3 
oùa>b>c>O0et +++ + += 1. Elles possèdent un point 


réel unique © (0, 0, 0) et sont connues sous le nom de cônes imagi- 
naires du second degré. 


Cône imaginaire du second degré  Hyperboloïde à deux nappes 
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[4] Ces surfaces sont définies en des coordonnées rectangulaires 
Z, y, z par une équation de la forme 
z3 y3 73 
() ati ai. 


où a>b>0, c> 0. Ce sont les hyperboloïdes à deux nappes. 
Le | plan z — hk ne coupe pas pour [R | << c l'hyperboloïde (4), 


ils ont pour | À | — c un point commun unique (0, O, c) ou (0,0 —c} 
(selon que À = c ou k = —c), et le plan coupe |’ hyperboloïde pour 
|k [5 c suivant une ellipse de demi-axes 

Th, h3 

es ds D 2 Heu D 


qui sont croissants (de 0 à + co) avec | À | augmentant de c à + oo. 
Tout plan y = h coupe l’hyperboloïde (4) suivant une hyperbole 


de demi-axes 
h2 
Vie ape 


qui augmentent de façon monotone (de c et a à + oo) pour || 


croissant de O à + oo. 
Tout plan z = h coupe l'hyperboloïde (4) suivant une hyperbole 


dont les demi-axes 
2 
cVi+#, 0/14, 


sont croissants (de c et b à + co) lorsque | À | passe en croissant de O0 
à — oo. 

Désormais on connaît bien la forme de l’hyperboloïde à deux 
nappes. En particulier, il comprend deux parties symétriques (deux 
nappes) situées dans les demi-espaces z > c et z  —c respective- 


ment. 
Comme dans le cas de l’ellipsoïde, les plans de coordonnées sont 


des plans de symétrie de l’hyperboloïde à deux nappes et l’origine 
en est le centre de symétrie. 
+ + + 


(5] Ces surfaces sont décrites dans un système de coordonnées 
rectangulaires zx, y, z par une équation 
22 


2 3 
(5) tard 
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avec a > b> 0, c>0, et sont par définition les hkyperboloides 
à une nappe. 
Tout plan z — h coupe l’hyperboloïde (5) suivant une ellipse de- 


demi-axes 
Th TR 
avi+#, o6y/1+# 


qui augmentent de a et b à + lorsque | À | passe par valeurs crois- 
santes de O à —+ co. 
L'ellipse 


obtenue pour À = Ü est l’ellipse de gorge de l’hyperboloïde (5). 
Quant au plan y = h, il coupe l’hyperboloïde (5) pour | À | << b 
suivant une hyperbole de demi-axes 


h° h° 
ay 1—-#. cy/1—À 


décroissant de a et c à O quand | | aug- 
mente de O à b; pour | | = b, il coupe 
l'hyperboloïde suivant deux droites défi- 
nies en x, z (qui sont évidemment les coor- 
données rectangulaires du plan) par 

x? 22 

83 


et pour | À | > b suivant une hyperbole de 
demi-axes 


h3 h = 
C Te E À ay 5-1 


qui augmentent de façon monotone de O0 à 
+ oo avec la croissance de |k | de b à + oo.  Hyperboloïde à une nappe 
Les axes imaginaires (resp. réels) des hyper- 
boles obtenues pour | k [=> b sont parallèles aux axes réels (resp. 
imaginaires) des hyperboles correspondant à | k | << b. 

De même, le plan x — hk coupe pour | k | < a l'hyperboloïde (5} 
suivant une hyperbole de demi-axes 


h3 h3 
qui sont décroissants (de b et c à O0) lorsque | À | augmente de 0 


à + oo; pour | k | — a, il coupe l’hyperboloïde suivant deux droites 
définies en coordonnées y, z (ce sont évidemment les coordonnées 
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rectangulaires dans ce plan) par l'équation 


et pour | À [=> a suivant une hyperbole de demi-axes 


2 3 
Vert DV at 
croissant de 0 à + avec | À | augmentant de a à + oo. Les axes 
imaginaires (resp. réels) des hyperboles 
associées au cas | À [> a) sont parallèles 
aux axes réels (resp. imaginaires) des hy- 
perboles obtenues pour |k | < a. 

Comme dans les cas précédents, l’hy- 
perboloïde a pour plans de symétries les 
plans de coordonnées et pour centre de sy- 
métrie l’origine des coordonnées. 

* *X * 


La propriété la plus intéressante [de 
l’hyperboloïde (5) est de contenir en len- 
tier certaines droites. 

Définition 1. Dans l’espace, on appelle 
Génératrices  rectilignes Surface l fois réglée une surface telle que 
de l'hyperboloïde à une par son point quelconque passent Z (et seu- 

nappe lement !) droites distinctes entièrement si- 
tuées sur cette surface. Ces droites sont 
par définition les génératrices rectilignes de la surface réglée. 

Proposition 1. L'hyperboloïde à une nappe (5) est une surface 
doublement réglée. 

Démonstration. Soit M, (Zo, Yo: Zo) un point quelconque de 
l'hyperboloïde (5). Pour que l'hyperboloïde contienne une droite 
de vecteur directeur a (Z, m, n) passant par M,, il faut et il suffit 
qu'on ait identiquement en # 


HE 2 2 2 
Got 4 Guebim _ Got 4 


On ouvre les parenthèses et on tient compte de l'égalité 
18 , Vo __ 2 
at a 
vraie par hypothèse, il vient 
13 . mi? n3 
a ou ee À 
et 


lz my nz 
a 
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La première relation entraîne z 0 (sinon on aurait (/, m, n) = 


— (0, 0, 0)). On estime donc sans restreindre la généralité que 
= C. 


Alors, / et m vérifient les équations 
On pose dans la seconde 
=t+l et y=yt+mt; 


on a de suite (compte tenu de la première équation) que 


lz 

mt 0. 
Comme ° 

z 2 20 2 
(He) (utre) à 
SN DNÉNSr CS 
_ 11 NOEL LS 9 (+ my | Jo | 
2 2 ai 2 2 


2 m? z 2 2 
+(or+r1) et, 
on a de plus 
zf y? 
a+ 
i.e. le point (x,, y,) appartient à l'ellipse de gorge de l’hyperbo- 
loïde (). 
Aussi les nombres x,, y, ne sont pas simultanément nuls, si bien 
que l'égalité 


lx; mMy1 
7 LE d 
définit de façon unique le rapport L : m — —a*y, : b°x,. On pose 
= —©yiu, m= zu, 


u étant un facteur de proportionnalité. Puisque 


[° m° _{ yi z? 
trs (i ti), 
u°® = À, ji.e. u — +1. De plus 


_ dm 7 5-20" 
= mt zu St © y, 


z b 2 
Yo=yitme=ytus x, 


13—01070 
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d’où les valeurs suivantes de x, et y, : 


a 2 b : 
TOUT 7 Vo You — Lo 
a T a — ms 
@) PT ALU 7 4% 
a Th? PORT: 


Inversement, on vérifie immédiatement que le point de coor- 
données 


Z=T9— UT it, y=Vo+u rit, 2= 20 + ci, 


où u = +1 et x,, y, sont donnés par les formules (+), appartient 
pour tout £ à l’hyperboloïde (5) (et le point (x,, y,) à son ellipse de 


gorge). O | | 
Il y a intérêt à récrire les équations paramétriques obtenues 


a 

T= Lo— Ur Yil, 
b 

Y=Yo+u—zit, 


2 = 20 + Ci 


des génératrices rectilignes de (5) en utilisant les égalités 


Tu + y (— <.), 
n=utuss(— =), 
0=2+c(— +) 


qui signifient que pour { = — + on a le point (x;, y,. 0). On pose 
donc {= t + _ , On supprime les accents et on aboutit, pour les 


génératrices rectilignes, aux mêmes équations où Zo = Z1, Yo = Yi 
et z9 — 0. Ainsi, on a la 

Proposition 2. Toute génératrice rectiligne de l’hyperboloïde à une 
nappe coupe son ellipse de gorge. Les équations paramétriques des 
génératrices rectilignes passant par le point (x;, y.) de l’ellipse de 
gorge sont de la forme 


a 
T=T—us Yi, 


b 
y=yitu—zii, 
Zz=Ct, 
où u= +i. DO 
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Deux génératrices rectilignes de l'hyperboloïde (5) sont dites de 
même sens s’il leur correspond une même valeur de u. On partage 
donc toutes les génératrices en deux classes suivant qu'elles ont ou 
non même sens. On dit d'ordinaire de ces classes qu'elles cons- 
tituent deux familles de génératrices rectilignes de l’hyperboloïde 
(5). 

Théorème 1 (propriétés des génératrices rectilignes, de l’hyper- 
boloïde à une nappe). On dit que 

A. Par tout point de l’hyperboloïde à une nappe il passe une géné- 
ratrice rectiligne de chaque famille et une seule. 

B. Deux génératrices que/conques de sens contraires de l’hyperboloïde 
à une nappe sont dans un même plan. 

C. Deux génératrices non confondues quelconques de même sens de 
l'hyperboloïde à une nappe sont non coplanaires. 

D. L'hyperboloïide à une nappe ne possède pas trois génératrices 
de même sens distinctes deux à deux qui soient parallèles à un plan. 

Démonstration. La propriété À a été en fait démontrée. Soient 
(x, ÿ1) et (x, y.) deux points de l’ellipse de gorge. Selon la pro- 
position 1, les vecteurs directeurs de deux génératrices rectilignes 
distinctes passant par ces points s écrivent 


b b 
(—u+ num c), (-u+ Yo, Us — zu c). 


avec u, = —+i,u, = +1, si bien que les génératrices sont non copla- 
naires si et seulement s'il y a non-nullité du déterminant 


To —Zy Ye—Yi Ÿ 


a 

UT Yi U— ZT, € 
a 

Fe M2 7 0e Uo— Lo CC 7 


_ — abc | E= nt ee À 


avec u — uu,. Mais on a 


Ge 20 Ce 0e), Ge mie nn) L Cr 3 — X1)° + Ben ne 0 
si u —= 1 (les égalités x, = x, y, — y, sont impossibles pour u = 1 
car on aurait les génératrices identiques) et 

Gants M) (Ya Ya) (Ya uyr) 


a? b? 
ti tp Usure fe. #)-($+4#) # 
a TT b® =(5 ++ a Th en 
si u = —1Â, i.e. on a les propriétés B et C. 


13% 
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Voyons ce qui en est de D. Il suffit d'établir que pour trois points 
quelconques (x;. y1). (Ta, Ya), (Ta Us) distincts deux à deux de 
l'ellipse de gorge les vecteurs 


+ 


a b 
(—-ugunura c), 
(—u+y not c) 

b 29 a 21 ’ 


o b 
(—u Ts, UT Las C}, 


où «4 — +1, ne soient pas coplanaires, i.e. le déterminant 


uU y, u : Zi, C 
ue U: TT: 
è : Zi Y1 Î 
—u+ ur, c ClE 1 
p Ye 2 a 2 U2 
a b T3 Ys Î 
est non nul. Or, il en est ainsi du moment que ces points ne sont pas 
alignés. © 
*X & + 


Revenons à notre liste des quadriques. 

[6] Ces surfaces repérées par un système 
de coordonnées rectangulaires x, y, z sont 
définies par une équation de la forme 


à z° y" = 
(6) rt = =0, 


oùa>b>0,c>0et +++ — 
— 1, et portent le nom de cônes réels du 
second degré. 

Les plans de coordonnées sont des plans 
de symétrie du cône (6), et l’origine en est 
le centre de symétrie. 

En général, on appelle cône une ‘surfa- 
ce réglée dont toutes les génératrices rec- 
Cône du second degré  tilignes passent par un point unique, le 

sommet du cône. 

Quel que soit le point M, (xzo: Yo: Zo) de (6) autre que O (0, 0, 0), 
la surface contient tout point ({ro, tYo, tZ0), i.e. chaque point de la 
droite Of, : 

OT (É+h_#) eff 


Ainsi. la surface (6) est bien un cône. 
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La directrice du cône est par définition une ligne quelconque de 
cette surface qui jouit de la propriété suivante: toute génératrice 
rectiligne coupe la directrice en un point et un seul. 

La directrice du cône (6) est par exemple sa section par un plan 


arbitraire de la forme z = À, h = 


=£0. Cette section est une ellipse 
de demi-axes 


a b 


qui augmentent de façon monotone 
de O0 à +oo avec | 2 |. La droite 
passant par les centres des ellipses 
obtenues pour divers h, i.e. l'axe 
Oz, s'appelle l'axe du cône. Chose 
curieuse, la section du cône (6) 
par des plans non perpendiculai- 
res à l’axe est une circonférence 
(démontrer !). Aussi le cône (6) 
est dit être un cône circulaire ou 
encore un cône circulaire oblique (si 
l’axe du cône ne passe en général 
pas par le centre de la circonféren- 
ce). Si l’axe du cône passe par le 
centre de la circonférence (ce qui 
a lieu dans le cas où le plan de la 
circonférence est perpendiculaire 
à l'axe, i.e. si a — b, et dans ce 
cas seulement), on dit que le cône 
est circulaire droit. 

Les directrices du cône (6), ou 
plus exactement de ce cône moins 
deux génératrices, sont également 
les sections du cône par les plans 
y=h, z=h, hZ0, ï.e. les 
hyperboles de demi-axes 


C a 
Slhkl, +lhl et 
c b 
|A], IA] 
qui sont croissants de O0 à +oo 
avec |h |. 


Le plan z = 0 rencontre la sur- 
face (6) en un point, et les plans 


Sections du cône du second degré qui 
sont a) une Dyper pales b) une para- 
bole 


y = 0, x = 0 la coupent suivant deux droites (deux génératrices). 
À part les ellipses et les hyperboles, les sections du cône (6) 
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par des plans (et ses génératrices) peuvent être des paraboles. C’est, 
par exemple, le cas des sections par tout plan z — Lx + h,h=Æ0. 


En effet, les nombres x, y sont les coordonnées affines (et non rec- 
tangulaires !) du plan, et la courbe découpée dans le plan par le 
cône (6) est définie en ces coordonnées par 


c \: 
El ns _(rt#) 


a 2 c° 


On a par des transformations élémentaires 
hb° 
(a+). 


b 
ac 
équation qui démontre avec évidence qu’il s’agit d'une parabole. 
Ainsi, l’ellipse, l’hyperbole et la parabole sont des sections 
planes du cône (6), d’où leur nom 
de sections coniques (ou coniques 
tout court). 


y°=2 


* + * 


[7] Ces surfaces sont représen- 
tées dans un système de coordonnées 
rectangulaires x, y,z, par l'équation 


(7) EL 4H 22, 


où p>gqg>0, et s'appellent les 
paraboloïdes elliptiques. 

Le plan z—=h ne coupe pas 
le paraboloïde (7), il le rencontre 
en un seul point (0, O, 0) ou le cou- 
pe suivant une ellipse de demi-axes 


V2hp, V2ha, 
croissant de OÔ à +oco avec h selon que À <0, k = 0 ouh > 0. 
Les plans y = hk et x — h coupent (7) suivant des paraboles de 


2 2 
paramètres p et q, de sommets (0, h, =) et (», 0, _ 


Paraboloïde elliptique 


| qui tournent 


leur concavité vers le haut. 

Les plans z = 0, y — 0 sont des plans de symétrie du parabo- 
loïde (7). Ce sont les seuls pour p Æ dq. 

Il est clair que le paraboloïde elliptique (à l'instar de l’ellipsoïde 
et de l’hyperboloïde à deux nappes) n’est pas une surface réglée. 


+ *X * 
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[8] Ces surfaces appelées paraboloïdes hyperboliques sont décrites 
en des coordonnées rectangulaires z, y, z par une équation de la forme 


(8) =, 


où p>0,q>0. 
De toutes les surfaces de degré 2, le paraboloïde hyperbolique 
se prête le plus difficilement à une interprétation géométrique. 
Le plan z = hk,hk <<0, coupe le paraboloïde (8) suivant une hyper- 
bole de demi-axes 


V —2qh. V —2ph 


qui décroissent de oo à 0 avec 
h augmentant de — à 0. L’axe 
réel de cette hyperbole est parallè- 
le à l’axe Ox et l’axe imaginaire 
l’est à l’axe Oy. 

Le plan z = 0 coupe (8) sui- 
vant deux droites qui s'écrivent (en 
coordonnées Z, y) 


z3 y? 
a 0, Paraboloïde hyperbolique 


et la section du paraboloïde (8) par le plan z = h, h > 0, est une 
hyperbole de demi-axes 


V2ph, V2qh 
croissant de O0 à +o avec À. Contrairement au cas À << 0, cette 
hyperbole a son axe réel parallèle à l’axe Oy et son axe imaginaire 
parallèle à l’axe Or. 
Les plans y = h, x — h coupent la surface étudiée suivant des 
2 2 
paraboles de paramètres p, q et de sommets (0, h, 7 | et (r, 0, 5) : 
La première parabole tourne sa concavité vers le haut et la deuxième 
vers le bas. Les sommets des paraboles découpées par les plans 
y = h sont sur la parabole définie par zx = 0 et ceux des paraboles 
découpées par les plans zx = À sur la parabole formée par y = (0. 
Les plans zx = 0, y = 0 sont les plans de symétrie du paraboloïde 
hyperbolique (8). 
Proposition 3. Le paraboloïide hyperbolique est une surface double- 
ment réglée. 
Démonstration. Soit M, (zo, Yo, Zo) un point quelconque du 
paraboloïde (8). Si la droite 
z = Zo + il, 
y = Yo + im, 
Z=Zo0+in 
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passant par M, est tout entière sur la surface (8), on a identique- 
ment en é 
(xo +11)? _ (Gotim} _o (20 + tn), 
Ps q 
1.6. 
n lx mo De 
(Em) pue mn 5) 0 


ce qui n'est possible que pour 
et 


» 


Ces équations admettent à un facteur de proportionnalité près 
deux solutions 


limin=VpiuVa:( ve): 


u — +1, et deux seulement. 
Inversement, il est immédiat de vérifier que les deux droites 


T= To Sr V p, 
y=yo+ut Va, 
2= 20 +É u —0_ 
| ( Vr Va 
sont tout entières sur le paraboloïde (8). O 
Si 2 
P 
coupent pour { — {,, où 
7 4 Yo 
Li — 2 _ Vo 2(7 + u Va Je 
Vr Va 
le plan z = 0 et, dr l'une des droites 
z Z y 
—— =0 ou = —— + —— —=0 
Vr F1 Vr Vi 
du plan qui sont sur le paraboloïde. Comme 
Zo+ ta VP Yo+uti Vq = 
—_— > — + ——_— © — 2t = 0, 
V P. V 3 (y P E ]+ 
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cette droite est 


z y 
———— + U — = (0 
Vp Va 
d'équations paramétriques 
z=TvVp, 
y = —T1TU Va, 


Ceci étant, le point d’intersection (ro + t V p, yo + uti V 9) est 
associé à la valeur non nulle 


p 4 
Te HE = 5 += | To 


Yo 
— _ —— 14 = 
Vr V p SVP 14 ) 
du paramètre t. Géométriquement, le nombre 7%, est égal au quotient 
de la distance du point d’intersection à l’origine par la longueur du 
vecteur (Wp, —u Vq), ie. par VWp + aq. 
On pose { —=t—t, et on a 
z =tw+iVp= wo+huVp)+(—-t)Vr=Et+uVp, 
y=y+tuVqg= (w+thuVa+ut—-t)Va= 
— U (£ NE T1) Va, 
—_— To — _Yo_ = — To — _Jo_ = ! : 
= n+t (5 u a.) (£ ts) | F U ] 2tT, 


Si 7 %_—0, donc z = 0 (conformément à (8)), la 


P q 
génératrice rectiligne considérée est contenue dans le plan z = 0 
et passe par l'origine. On pose de nouveau &’ = t — t, et on écrit 
les équations paramétriques de la génératrice : 
z=tVp, y=u" Va, z=0, 
l.e. on retrouve le résultat ci-dessus, mais avec 7, = 0. 


Génératrices rectilignes du paraboloïde hyperbolique 
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Avec les notations £” = t et t, = Tt, on a la 

Proposition 4. Chaque génératrice rectiligne du paraboloïde hyper- 
bolique (8) peut, ou bien couper le plan z = 0, ou bien être dans ce 
plan. Ses équations paramétriques s’écrivent 


z=(t+zVr, 
y=u(t—+)Va, 
2 — DIT. 


où u = +, et le nombre + est soit O (si la génératrice est tout entière 
dans le plan z = 0), soit égal au quotient de la distance de l'origine 
au point d'intersection de la génératrice et du plan z = 0 par 


Vr+30 

Comme dans le cas de l’hyperboloïde à une nappe, deux géné- 
ratrices rectilignes sont de même sens (ou appartiennent à une même 
famille) s'il leur correspond une même valeur de u. 

Théorème 2 (propriétés des génératrices rectilignes du parabo- 
loïde hyperbolique). On dit que 

A. Par tout point du paraboloide hyperbolique il passe une géné- 
ratrice rectiligne de chaque famille et une seule. 

B. Deux génératrices quelconques de sens contraires du paraboloïde 
hyperbolique se coupent (et sont donc dans un même plan). 

C. Deux génératrices non confondues quelconques de même sens du 
paraboloïde hyperbolique sont non coplanaires. 

D. Toutes les génératrices d'une même famille sont parallèles 
à un même plan. 

On voit que les propriétés des génératrices du paraboloïde hyper- 
boliques sont parfaitement analogues à celles des génératrices de 
l'hyperboloïde à une nappe (la propriété B étant dépourvue de 
parallélisme est même plus forte). La seule différence essentielle 
provient de la propriété D. 

Démonstration du théorème 2. La propriété À est en fait démon- 
trée. Pour que deux génératrices 


z={(t+u)Vp, z = (+ 7) V p, 
y=u(t—)Vaqe y=u,(t— +) Va, 
z = 2iT, z = 2ite 


soient coplanaires, il faut et il suffit que le déterminant 
TVp—vVp —-umVg+uwnuVag 0 
Vp Ui V q 27, |— 
V P UV q 272 
= 2 V pq(u; + ue) (T:— Ti)? 
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soit nul. Ainsi, on a la propriété C. On démontre B si l'on remarque 
qu'’étant donné : : 
Vp u V q 


V p U2 V q 
deux génératrices de familles différentes ne peuvent être parallèles. 


On constate enfin que tous les vecteurs de la forme (}/ p, u Vq, 2x) 
sont parallèles au plan 


= V pq (LL — Ui); 


ce qui prouve D. O 
+k & x 

[9] Les surfaces de ce type sont décrites en des coordonnées rec- 
tangulaires x, y, z par l'équation 
z* , y? 
où 

a>b>t. 

Il s’agit des cylindres elliptiques. 

Les plans de coordonnées sont des plans de symétrie du cylin- 


dre (9) et l’origine en est le centre de symétrie. Si a Æ b, il n’y a pas 
d’autres plans de symétrie. 


Cylindre elliptique 


En général, on appelle cylindre une surface réglée dont toutes les 
génératrices reCtilignes sont parallèles. Si le cylindre possède le 
centre de symétrie, la parallèle aux génératrices par le centre est 
l'axe du cylindre (qui en est l’axe de symétrie). 

Il est clair que quel que soit le point M, (zo, Yo: Zo) de la sur- 
face (9), chaque point (x,, Yo, 2), i.e. chaque point de la droite pas- 
sant par (Zo, Yo) parallèlement à l'axe Oz, appartient à (9). Ainsi, 
la surface (9) est bien un cylindre. Son axe est l’axe Oz. 
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La directrice du cylindre est par définition sa courbe quelconque 
que chaque génératrice coupe en un point et un seul. En particulier, 
les directrices planes sont exactement les courbes découpées par 
les plans non parallèles aux génératrices. Chaque plan z = À (per- 
pendiculaire aux génératrices du cylindre (9)) le coupe par exemple 
suivant une ellipse définie en les coordonnées zx, y du plan par l’équa- 
tion (9). Cela explique le terme « cylindre elliptique ». 

Le lecteur est prié de démontrer la propriété intéressante, pour 
une directrice du cylindre (9), d’être une circonférence. Aussi les 
cylindres elliptiques s'appellent également les cylindres circulaires. 


Cylindre elliptique imaginaire Deux plans imaginaires 


Ceux-ci sont dits obliques si le plan engendrant la circonférence n'est 
pas perpendiculaire à l’axe et droits dans le cas contraire. i.e. si 
a — b. Ce sont ces cylindres qu’on étudie en école secondaire. 

+ * * 


Toutes les autres quadriques sont également des cylindres (dont 
les directrices sont d’autres courbes du second degré). 

[10] Surfaces définies dans un système de coordonnées rectangu- 
laires z, y, z par 

25 LOU? 

(10) tir 1, 
où a > b > 0. Elles ne possèdent pas de points réels, d'où leur 
nom de cylindres elliptiques imaginaires. 

[11] Ces surfaces s'écrivent en des coordonnées rectangulaires 
ZT, Y, Z 


z° D 
(11) x + ir = 0. 


x 1 | 
où a>0,b>0 et ur nl 


Les points réels de chaque surface forment une droite. Dans le 
cas d'un (C, R)-espace, (11) est un couple de plans imaginaires 
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(complexes conjugués) qui se coupent suivant la droite réelle. 
[12] Dans un système de coordonnées rectangulaires zx, y, z, ces 
surfaces ont pour équation 


(12) Th 
avec a >> 0, b > 0. Chaque plan z = h coupe le cylindre hyperbolique 


Deux plans sécants Cylindre parabolique 


(12) suivant une parabole définie en zx, y du plan par l'équation (12). 
[13] L'équation de ces surfaces rapportées à un système de coor- 
données rectangulaires x, y, z s'écrit 


(13) 


oùa>0,b>0et _ + _. = {, [l s'agit chaque fois de deux plans 


sécants. 
[141 Les surfaces définies en un système de coordonnées rectan- 


gulaires x, y, z par l'équation 
(14) y = 2pz, 


206 | LEÇON 23 


p > 0, s'appellent les cylindres paraboliques. Chaque plan z=hA 
coupe (14) suivant une parabole définie en zx, y du plan par (14). 


z 


De 


7 —— | 


Deux plans parallèles Deux plans distincts Deux plans confondus 
distincts imaginaires 


[15] Ces surfaces se définissent en des coordonnées rectangulai- 
res Z, y, z par une équation de la forme 


(15) y* ms b° ue 0, 


où b > 0. Ce sont les couples de plans parallèles distincts. 
[16] L'équation de ces surfaces rapportées à un système de coor- 
données rectangulaires x, y, z est de la forme 


(16) y® + b* = 0, 


b>0. Il s'agit d’un couple de plans imaginaires (complexes conju- 
gués et distincts). 

[17] L'équation des surfaces en des coordonnées rectangulaires 
TZ, y, Z est 


(17) y* = 0. 


On assimile chaque surface de ce type à deux plans confondus. 


* * + 


Un théorème de classification dit que l’espace euclidien ne possède 
pas d’autres surfaces du second degré, toute surface étant définie 
dans deux systèmes de coordonnées rectangulaires par une même 
équation. Ainsi, on dresse la liste complète des quadriques: 

a) ellipsoïdes (réels [1] et imaginaires {2]), 

b) hyperboloïdes (à une nappe [5] et à deux nappes [4]), 

c) paraboloïdes (elliptiques [7] et hyperboliques {8]), 

d) cônes du second degré (imaginaires [3] et réels (6]), 
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e) cylindres du second degré (elliptiques réels ([9], elliptiques 
imaginaires [10], paraboliques [14] et hyperboliques (121), 

f) deux plans (sécants imaginaires [11], sécants réels [13], parallè- 
TE RME réels [15], parallèles imaginaires [16], confondus réels 
17)). 

La démonstration du théorème sera faite dans le Livre II, où 
nous le généraliserons au cas d'espaces de dimension quelconque. 
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Coordonnées de la droite. — Faisceaux de droites. — Faisceaux pro- 
pres et faisceaux impropres.— Plans complétés. — Modèles de la 
géométrie du complété projectif du plan affine. 


Dans les leçons précédentes, l'élément de base de la géométrie 
a été le point, mais on peut édifier une géométrie basée, disons, sur 
les droites. Plaçons-nous d’abord dans le plan (affine). 

Etant donné, dans le plan, un système de coordonnées affines 
z, y, toute droite du plan est caractérisée par trois nombres 4, B,C, 
coefficients de son équation 


(1) Az + By+C=0. 


Ces nombres définissent la droite de façon unique comme cest le 
cas pour les coordonnées et le point. Il est donc naturel qu’on les 
appelle les coordonnées de la droite. Il y a cependant une différence 
avec le cas du point. Si le point définit bien ses coordonnées, les 
coordonnées de la droite sont définies à un facteur de proportionna- 
lité près. On dit que les coordonnées de la droite sont homogènes. 
Ce fait sera noté (4 : B : C) pour une droite de coordonnées 4, B, C. 

Une autre différence est que tout triplet de nombres À, B, C ne 
peut être le triplet de coordonnées de Ia droite : il faut que À ou B 
soit non nul (le nombre C n'est assujetti à aucune condition). Ce 
caractère privilégié de C détermine, on le verra, divers inconvénients 
et restrictions, mais il faut pour l'instant en prendre son parti. 

Si la droite (1) a le coefficient À non nul, on la caractérise par les 


L ï B C Sais ’ 
coordonnées non homogènes —, — définies univoquement par la 


À * 4À 
droite. On représente donc les droites par les points du plan (dans 
notre cas le ‘point représentatif est (5 : =)) . Mais cette façon de 


procéder exclut les droites avec À = 0. L'avantage des coordonnées 
homogènes est justement de garantir la généralité. 


* + * 


On sait que les coordonnées des points M (x, y) de la droite 
passant par M, (to, Yo), M, (xt, y,) non confondus s'expriment 
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par les formules 
z=(—t)zo+tr, y = (À —1) yo + lyr 


Etant données deux droites distinctes quelconques (4, : Bo : Co) 


et (4, : B, : C;) de coordonnées non homogènes respectives 
B, Co B; Ci . . 
( 7 2} (a: +) , On introduit de façon analogue toutes les 


droites (4 : B : C) telles que 


@) += He, Let—n + 


L'ensemble de ces droites est un analogue de la droite passant par 
deux points. 
On récrit (2) 
B _(1—t) 41Bo-+tA0B1 __ [(1—t) A1] Bo + [tAo]l Bi 


A Ao4i [C1 —t) 41] 4o+[t40) 41 ? 
C _({—t) AiCo+ t4o01 _ [(4— 1) A1] Co+[t4o] Ci 
A AoAi [C1 —t) A1] 4o<+ [to] A1 ? 


il vient 
A = [( — t) pAil 4, + ltoAl A4, 
B = [(1— +) 041] Bo + ltoAol B,, 
C={({—1t)p4,1C, + ltpAol Ci 


pour les coefficients À, B, C, p étant un facteur de proportionna- 
lité arbitraire. On pose 


= ({—t)p4,;, v=tp4,, 

et on obtient 

À = A5 + vAs 
(3) B = uB, + vB;, 

C — Co + VC're 
Nous avons utilisé les coordonnées non homogènes (i.e. toutes les 
droites ont été supposées non parallèles à l’axe des ordonnées). I] se 
trouve que les formules (3) ont un sens pour (4, : Bo : Co), 
(4, : B, : C;) quelconques et définissent pour toutes les valeurs 
admissibles des paramètres u et v (autrement dit, on a, ou bien 
4 Æ0, ou bien B 0) une droite (4 : B : C). D'ailleurs, le 
seul cas intéressant est celui de (4, : Bo : Co) et (A, : B, : C;) 
distinctes parce qu'avec (4, : B, : Co) = (4, : B, : C;), on ob- 
tient une même droite (4, : B, : Co) quels que soient u et v. 

* + + 


14—1070 
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Ces résultats permettent la 

Définition 1. L'ensemble de toutes les droites (4 : B : C) don- 
nées par les formules (3) pour les valeurs admissibles quelconques 
des paramètres u, v s'appelle le faisceau de droites caractérisé par les 
droites (40 : Bo : Co): (A1 : Bi : C1) (supposées distinctes). 

Ainsi, les faisceaux de droites constituent des analogues des 
droites en géométrie des points. 

Si l’on pose f — 407 + Boy + Co et g = A1z + Biy + Cr 
alors les droites du faisceau (3) ont pour équation 


uf + vg = 0. 


Cette écriture s'avère des fois très commode. 
$é + + 


Au lieu des équations paramétriques, on emploie, pour définir 
les droites du plan, les équations (1). Leurs correspondants en géo- 
métrie des droites sont les ensembles des droites (4 : B : C) défi- 
nies à partir des conditions 


B 
K(H)+L (He 
qui s’écrivent de façon plus générale (sans la condition À = 0) 
KB + LC + MA = 0, 


avec À, L, M des nombres fixes. En changeant partiellement les 
notations, Ja dernière relation s'écrit 


(4) AXo + BY0o + CZo = 0, 


où Xy, Yo Zo sont des nombres. Pour imiter le cas « ponctuel », 
on devrait supposer qu’au moins l'un des X,, Ÿ, est non nul. Sou- 
cieux de généraliser (et de « symétriser »), nous exigerons qu'au 
moins l’un des Xo, Yo, Zo Soit = O0 (sinon la relation (4) est véri- 
fiée identiquement). 

Chose remarquable, cette approche de la notion de faisceau con- 
duit au même résultat : 

Proposition 1. Un ensemble de droites est un faisceau de droites 
si et seulement si ses éléments (A : B : C) sont caractérisés par une 
équation de la forme (à). 

On dit donc que la relation (4) est l'équation du faisceau. 

Avant de démontrer la proposition, on établit le 

Lemme. Si deux droites distinctes (As : Bo : Co) et (A, : B, : C;) 
satisfont à la relation (4), le faisceau (3) défini par ces droites coïncide 
avec l'ensemble de droites vérifiant la relation (à). 
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Démonstration. Si la droite (4 : B : C) appartient au faisceau 
(3). alors 


AX0o + BYo + 620 = 
= (uA4o + VA) Xo + (UBo + VB:) Yo + (UCo + VC) Zo = 
= p (40X0 + BoŸo + CoZo) + V (A41X0 + B1Y0 + Ci1Z0) = 0 


Inversement, soit (4 : B : C) une droite vérifiant la relation (4). 


La matrice 
A B C 
A; Bi Ci 


a ses colonnes linéairement dépendantes, et il en est donc de même 
de ses lignes. Or, deux dernières lignes ne sont pas proportionnelles 
par hypothèse, i.e. elles sont linéairement indépendantes. Aussi 
la premiere ligne s'exprime linéairement au moyen des deux autres, 
ce qui veut dire que la droite (4 : B : C’) appartient au faisceau 
(3). O 

Démonstration de la proposition 1. Soit le faisceau (3) et soit 
le système de deux équations linéaires homogènes à trois inconnues 


À oX + B,Y + Cor — 0, 

A ,X + B,;Y + C,Z = 0. 
Il est connu en algèbre que ce système possède nécessairement une 
solution non triviale (Xo, Yo: Zo) Æ (0, 0, 0). Cette solution fournit 


la relation (4) pour laquelle les droites données remplissent les con- 
ditions du lemme. Par conséquent, le faisceau (3) est caractérisé 
par (4). 

Inversement, soit (4). Il suffit, pour appliquer le lemme et prou- 
ver le résultat voulu, de trouver deux triplets (4,, B,, Co), 
(4,, B,, Ci) non proportionnels vérifiant (4) qu'on puisse assimiler 
aux triplets de coordonnées des droites (i.e. tels qu’au moins l’un 
des A», B, ou des À4,, B, respectivement soit =£ 0). La chose est. 
facile. En effet, si, disons, Z, = 0, on pose 

À, — VAN B, — 0, Co — — XX, 
À; = 0, BP, — Zo C — —Y 0. 0 

Etant donnée la proposition 1, il y a intérêt à interpréter géo- 
métriquement la relation (4). 

* à + 


\ î .. 
On suppose Z, = 0. On pose x, — 7 » Yo = Yo et on récrit (4} 


Zo 
Aïto + By + C = 0. 
14* 
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ce qui veut dire que la droite (A : B : C) passe par le point 
M5 (Zor Yo). Ainsi, l’ensemble de toutes les droites passant par le point 
donné M, est un faisceau. CO 

Définition 2. Les faisceaux d'équation (4), avec Z, = 0, sont 
dits propres. Le point M, intersection des droites d’un faisceau propre 
est son centre. 

On dit des faisceaux définis par (4), où Z, = 0, qu'ils sont impro- 
pres. 

Ainsi, les droites d’un faisceau impropre sont caractérisées par 
une équation de la forme 


AX9 + BYo = 0, 


qui signifie, on le sait, le parallélisme de la droite (4 : B : C) 
et du vecteur de coordonnées X,, Ÿ,. On dit 
donc que les faisceaux impropres sont exactement 
les ensembles de toutes les droites parallèles deux 
à deux (i.e. ces droites ont même vecteur 
directeur a (X 0, Yo)). Q 

. On observe que le faisceau propre (3) vérifie 
la relation 


A1 7 Bi 
4, B 


si bien qu'on obtient une même droite 
Faisceaux de droi- (4 :B: C) pour toutes les valeurs de pu et v. S'agis- 
tes sant d’un faisceau impropre, il existe des couples 
(u, v) «interdits » tels que u : v = —4, : 4o 

(i.e. tels qu’il ne leur corresponde aucune droite). 

Les affirmations démontrées forment la 
Proposition 2. Pour deux droites sécantes quelconques f = 0, 
= 0, chaque droite de la forme 


(5) uf + vg = 0 


passe par leur point d’intersection AM,, et, inversement, toute droite 
passant par M, est définie par (5). 

De même, pour deux droites parallèles quelconques f = 0, g = 0, 
chaque droite (5) leur est parallèle, et, inversement, chaque droite paral- 
lèle à f = 0, g = 0 s'écrit sous la forme (5). 

Dans le premier cas, l'équation (5) définit une droite pour u et v 
quelconques, et dans le second, on a une exception unique (à un facteur 
de proportionnalité près) correspondant à nu : V = —4,; : 4. 

Bien que les faisceaux ne figurent pas explicitement dans la 
proposition 2 (qu’on peut donc démontrer en d’autres termes), 
c'est à partir de la notion de faiscean qu’on élucide complètement 
son sens géométrique. 
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On ne saurait s’accomoder des réserves faites ni des rôles non 
tout à fait symétriques des points et des droites. Les résultats obte- 
nus sont assez formels: ces inconvénients tiennent à l’absenee de 
centres aux faisceaux impropres. Voyons comment on y remédie. 

Puisque tous les points du plan constituent autant de centres 
des faisceaux propres, on a à le compléter par adjonction de points 
« impropres ». On en ajoute autant qu'il y a de faisceaux impropres, 
i.e. de classes de droites parallèles. Car s’il y en a moins, certains 
faisceaux resteront sans centre, et s’il y en a plus, le plan aura des 
points autres que les centres des faisceaux. On est conduit à la 

Définition 3. L'ensemble 4* s'appelle le plan complété si l’on 
définit sur le plan affine 4 l'application dr d* de l’ensemble de 
toutes les droites d de # sur le complémentaire #*X # tel que 

a) tout élément de #*X 4 s’écrive d* pour une droite d; 

b) d’ — d; si et seulement s’il y a parallélisme de d, et d.. 

Le plan complété #* s'appelle également le complété projectif 
du plan affine, et il est régi par une géométrie spéciale. 

Les éléments du complémentaire #*\X .# sont les points impropres 
du plan complété #4+, et les points de # en sont les points propres. 

On appelle droites (propres) du plan #* les droites d de # munies 
chacune d’un point impropre d*. La notation est encore d, si bien 
que le point d* est le point impropre de la droite d. On comprend des 
fois par droite d la droite primitive du plan #. 

Ainsi, l’« excroissance » #4*X 4 jouit d’une propriété spéciale 
aux droites: elles rencontre chaque droite d en un seul point. Il 
s'agit donc de la droite impropre du plan complété #*. 

Les faisceaux du plan ;#* sont par définition les faisceaux propres 
de # (chaque droite du faisceau étant munie d’un point impropre) 
et les faisceaux impropres de # plus la droite impropre. 

Ainsi, tout faisceau de #* comprend toutes les droites passant 
par un point fixe (propre ou impropre selon qu'il s'agit d un faisceau 
propre ou d'un faisceau impropre). Ce point s'appelle le centre du 
faisceau. 

En géométrie du complété projectif du plan affine, par deux points 
distincts quelconques passe une droite et une seule (comme en géo- 
métrie affine) et deux droites distinctes quelconques ont en com- 
mun un point et un seul (propriété absente de la géométrie affine). 

De même, deux droites distinctes définissent un faisceau unique 
(propriété vraie pour les deux géométries), et deux faisceaux dis- 
tincts possèdent une seule droite commune (ce qui n’est pas juste 
en géométrie affine). 

Nous tenons à souligner que la définition 3 ne spécifie pas le 
corps de base. Si le plan affine # est défini sur K, alors il en est 
également de #*. En particulier, on a pour KX — € le complété 
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projectif complexe. Si 4 est réel-complexe, alors #* s'appelle le 
complété projectif réel-complexe. 

Il y a plus. Le plan .# de la définition 3 peut très bien être le 
plan euclidien, auquel cas on obtient le complété projectif du plan 
euclidien qui est, ou bien réel, ou bien réel-complexe. 

Ainsi, on a toute une gamme de plans régis chacun par sa « géo- 
métrie » propre. Il est donc essentiel de rapporter chaque construc- 
tion géométrique et chaque théorème à une géométrie (i.e. à un 
plan) déterminée. Le contexte le suggère presque toujours, et le fait 
de le négliger risque de conduire à des conclusions erronées. 

x + + 


Pour avoir une idée intuitive du complété projectif du plan 
affine, on considère dans l’espace affine un plan x arbitraire et un 
point © extérieur au plan. Soit # l'ensemble de toutes les droites 
passant par © qui coupent x. Il y a une bijection entre 4 et l’en- 
semble des points de x (il correspond à un point À une droite OA), 
si bien qu'on assimile # au plan affine (on dit que c'est un modèle, 
ou une réalisation, de la géométrie affine). Dans ce modèle, les points 

sont représentés par les droites OA et 
les droites par les ensembles des droites 
OA des plans passant par © (ces plans ne 
sont évidemment pas parallèles à x). C est 


pourquoi on dit des fois que les droites 
du modèle sont représentées par des plans 
(passant par O et non parallèles à x). 


Une extension naturelle de l'ensem 
ble 4 est l'ensemble 4, de toutes Îles 
droites de l'espace passant par © (cet en- 
semble porte le nom de gerbe de droites). 
Soit d une droite quelconque de .4#. 
Elle est représentée par un plan qui 
passe par le point O. Ïl existe dans 
ce plan une seule parallèle par O au plan x. Acceptons cette droite 
comme point impropre de la droite d, auquel cas la gerbe #Q devient 
le plan affine complété appelé modèle dans la gerbe de la géométrie 
associée. 

Construisons une sphère quelconque de centre O. On passe des 
droites aux couples de points que ces droites définissent sur la sphère. 
Dans ce modèle de la géométrie du plan affine complété, les points 
sont représentés par des couples de points antipodes (diamétrale- 
ment opposés) de la sphère et les droites par les grands cercles (les 
circonférences que les plans passant par le centre décrivent sur la 
sphère). On l'appelle le modèle sur la sphère. | 

La droite impropre de ce modèle est représentée par le grand 
cercle (l'équateur) parallèle au plan x. Considérons l’une des demi- 
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sphères définies par l'équateur. Chaque droite passant par © et 
coupant le plan x (i.e. un point propre du modèle 4,5) rencontre 
la demi-sphère en un seul point. La projection orthogonale de ce 
point sur le plan de l'équateur est un point intérieur au cercle € 
limité par l'équateur (dans Île plan passant par © parallèlement 
à x). Ainsi, on représente les points propres du plan #0 par les 
points intérieurs à 6. Quant aux points impropres de #0, on les 


Rés 


a) b) c) 
a) Modèle sur la sphère, b) passage au modèle dans le cercle, c) modèle dans 
le cercle 


représente encore par les couples de points diamétralement opposés 
de la circonférence €. Ce modèle de la géométrie du complété pro- 
jectif du plan affine s'appelle le modèle dans le cercle, et on dit des 
fois que le plan affine complété s'obtient d'un cercle par identification 
des points antipodes de la circonférence. 

I] paraît que ce dernier modèle est le plus intuitif, ne serait-ce 
que parce que les points propres sont représentés par des points 
« véritables ». Son inconvénient est que les images des droites sont 
en général des courbes (moitiés des ellipses). Ces courbes joignent 
les points diamétralement opposés de la circonférence, si bien qu’elles 
se coupent deux à deux. Ainsi, le modèle étudié rend parfaitement 
sensible le fait que deux droites distinctes du plan affine complété 
possèdent un point commun unique. 
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Coordonnées affines homogènes. — Equations des droites en coordon- 
nées homogènes. — Courbes du second degré dans le complété projectit 
du plan affine. — Circonférences dans le plan euclidien complété 
réel-complexe.— Plans projectifs. — Coordonnées affines homogènes 
dans la gerbe de droites.— Formules de transformation des coordon- 
nées affines homogènes.— Coordonnées projectives.— Courbes du 
second degré dans le plan projectif. 


Soient #* un complété projectif quelconque du plan afrine, 
# € A le plan affine de ses points propres et, dans le plan #, 
le repère affine ÜUe,e,. On se propose d'introduire de façon raison- 
nable les coordonnées des points de #*. 

Chaque point (propre ou non) du plan est le centre d’un faisceau 
(propre ou non). D’après la proposition 1 de la leçon 24. ce faisceau 
est défini de façon unique par les coefficients À, Ÿ, Z de son équa- 
tion (voir (4) de la leçon précédente ; on omet les indices de X,, Y,, 
Zo)- Il est donc naturel qu’on prenne ces coefficients pour coordon- 
nées du point considéré. Ces coordonnées étant définies à un facteur 
de proportionnalité près sont homogènes. 

Définition 1. Les coordonnées X, Ÿ, Z s'appellent les coordonnées 
affines homogènes dans le repère affine Oe,e.. 

On note (X : Y : Z) un point de coordonnées X, Ÿ, Z. 

La description des faisceaux propres et impropres en termes de 
leurs équations (leçon 24) entraîne de suite la règle suivante pour 
calculer explicitement les coordonnées affines homogènes (qui en 
est donc une autre définition). 

Proposition 1. Le point (X : Ÿ : Z) est un point propre si et 
seulement si Z 20, auquel cas ses coordonnées ordinaires (non homo- 
gènes) x, y s'expriment par 

__X _Y 
TZ = TZ U = TZ 
Le point impropre (X : Y : 0) est le point impropre de la droite de 
vecteur directeur a (l, m) si et seulement si 
X:Y=l:m. 0 

On note que tout triplet (X : Y : Z) (0, 0, 0) est un triplet 
de coordonnées affines homogènes d'un point du complété projectif du 
plan affine. 

+ + * 


Passons au cas des droites. Selon la proposition 1, les coordon- 
nées homogènes des points d’une droite quelconque (4 : B : C) 
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du plan affine # vérifient l'équation 


4(3)+8(5)+c=0 
1.e. 
(1) AX + BY +CZ = 0. 


Si l’on se place dans #*, cela signifie que les coordonnées des points: 
propres de la droite propre (4 : B : C) satisfont à (1). Comme le. 
vecteur directeur de (4 : B : C) a, on le sait. les coordonnées B, 
—À, on en tire, par suite de la proposition 1, que le point impropre: 
unique de cette droite a les coordonnées homogènes (B : —A : O0). 
Ces coordonnées vérifient évidemment l'équation (1), et on dit que 
dans le complété projectif du plan affine. les équations de la forme-(1) 
telles que, ou bien À 0, ou bien B 0, définissent les droites propres. 

Si A=0. B—=0et C 0 (sinon (1) est une identité), alors. 
l'équation (1) est vérifiée par tous les points impropres (et par ces. 
points seulement). Par conséquent. elle est pour À =0, B=0 
l'équation de la droite impropre. 

Ainsi. toute équation (4) avec (4, B, C) (0, O0, D) définit 
une droite du complété projectif du plan affine. Autrement dit, 
tout triplet de nombres (A, B, C) (0, 0, 0) est un triplet de coor- 
données homogènes d'une droite (à l'instar de (X, Ÿ, Z) (0, O, 0) 
qui est un triplet de coordonnées homogènes d’un point). 

Du fait d'avoir introduit les points impropres, nous avons donc 
rétabli le « parallélisme » entre points et droites. Analytiquement, 
la relation (1) définit (pour À, B, C constants et À, Y', Z variables} 
une droite et (pour À, B, C variables et À, Ÿ. Z constants) un 
faisceau, i.e. c’est une sorte d'équation de son centre. 

On note que dans le plan réel-complexe, la droite impropre est. 
la droite réelle. 

+ + + 


Fort des résultats obtenus, on introduit la 

Définition 2. On appelle courbe du second degré du plan affine. 
complété (disons, complexe ou (€, R)) l’ensemble de ses points. 
tels que leurs coordonnées homogènes X, Ÿ, Z vérifient l'équation 


(2) anX° + 2a,XY + a, Ÿ° + 24,3 XZ + 2a:3YZ + 
+ A332° = . 
On définit de même une courbe algébrique de degré quelconque. 
Si au moins l’un des coefficients aj1, 4j», 42 diffère de O0, les 


points propres de la courbe (2) constituent dans le plan affine une 
courbe de degré 2 


(3) A1 + 20yo7Y + Gooÿ* + 20337 + 2023Y + A33 = 0, 
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dont les points impropres (X : Y : 0) satisfont à 
au À° + 2a,,XY —- GsoY* + 0. 


Ce sont donc les points impropres des directions asymptotiques de 
la courbe (3). Ainsi, la courbe (2) du complété projectif se déduit 
dans ce cas de la courbe (3) du plan affi- 
ne par adjonction des points impropres 
des directions asymptotiques de (3). 
On en tire que si (3) est un couple 
de droites, la courbe (2) est ces « mêmes» 
droites (complétées par les points impro- 
pres). 
La courbe (2) est une ellipse, une pa- 
rabole ou une hyperbole dès que (3) 
l'est respectivement. Ainsi. dans le plan affine complété 
(réel ou (C, R)), l’ellipse n'ayant pas de directions non asympto- 
tiques réelles ne coupe pas la droite impropre en des points réels; 
la parabole rencontre la droite impropre en un seul point qui est le 
point impropre de son axe (on dit que la parabole est fangente à la 
droite impropre en ce point): l'hyperbole coupe la droite impropre 
en deux points. 
Quand @a;;, = a;; = üss —= 0, l'équation (2) s'écrit 
24a,3XZ + 2a:3YZ + agaZ° = 0, 


et elle est donc vérifiée par les points de la droite impropre Z = U 
et de la droite 


24;3X + 24e + 43324 = Ù 

qui est propre (si ou bien a;; 0, ou bien a; 0) ou impropre (si 
da = 0 et ass = 0). 

Plaçons-nous, pour fixer les idées. dans le cas (C, 2) et con- 
densons les résultats obtenus en le 

Théorème 1 (classification des courbes réelles du second degré 
dans le complété projectif réel-complexe du plan affine). Toute 
courbe réelle du second degré du plan affine complété réel-complexe 
est l’une des onze courbes suivantes : 

[1] Ellipse réelle (X?+ Y?—Z?=0). : 

[2] Ellipse imaginaire (X° + Y? + Z° = O\. 

[3] Deux droites distinctes imaginaires (complexes conjuguées) qui 
se coupent en un point propre (X° + Y* = 0). 

(4) Hyperbole (X°? — Y*? — Z? = 0). 

[5] Deux droites propres distinctes réelles qui se coupent en un 
point propre (X° — Y* = O0). 

[6] Parabole (Y? — 2XZ = 0). 

[7] Deux droites propres distinctes réelles qui se coupent en un 
point impropre (Ÿ* — Z° = 0). 
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[8] Deux droites distinctes imaginaires (complexes conjuguées) qui 
se coupent en un point impropre (Y* + Z° = 0). 

[9] Deux droites propres confondues réelles (Y? = 0). 

[10] Courbe formée d'une droite propre réelle et d’une droite im- 
propre (YZ = 0). 

[111 Deux droites impropres confondues (Z? = 0). O 

Les équations entre parenthèses correspondent au choix canoni- 
que des coordonnées affines homogènes. 


% x * 


On obtient des résultats analogues pour le complété projectif 
réel-complexe du plan euclidien. Formuler ces résultats serait du 
temps perdu. si bien qu'on aborde le problème plus intéressant de 
caractériser les circonférences en géométrie du plan euclidien com- 
plété. 

Les coordonnées homogènes X, Ÿ, Z du plan euclidien complété 
sont naturellement assimilées aux coordonnées rectangulaires homo- 
gènes. i.e. elles sont définies dans le repère Ue,e., e,, e, étant ortho- 


normés. 
* *X + 


Définition 3. On appelle circonférence du plan euclidien complété 
réel-complexe une courbe du second degré définie en coordonnées 
rectangulaires homogènes X, YŸ, Z par l'équation (2), où 


Au = As O0, Qu = 0. 


Les points impropres (X : Ÿ : 0) de cette circonférence se défi- 
nissent par l'équation X* + Y*® = O0, i.e. ils sont (+1 : i : 0). Ce 
sont les points cycliques du plan euclidien com- 
plété. 

Le passage de la géométrie euclidienne à cel- 
le du complété projectif du plan euclidien se 
fait donc par adjonction à la circonférence de 
deux points qui sont simultanément impropres 
et imaginaires. 

Comme les pointscycliques appartiennent à cha- 
que circonférence, on ne saurait introduire d’une Intersection de deux 
façon raisonnable la notion de distance entre ceux- ellipses 
ci et les points propres. On n’a en tout cas aucune 
raison de penser que cette distance est infinie. Cela montre la défi- 
cience du terme « points à l'infini » qui désigne de nos jours encore 
les points impropres (sans parler du fait qu'il n'a en général pas 
droit de cité en théorie affine). 

Il y a intérêt à considérer comme circonférences les couples de 
droites dont au moins l’une est la droite impropre (ces « circonfé- 
rences» sont caractérisées par les conditions &; = &es = Ù et 
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js = 0). On dit que les seules courbes réelles du second degré qui pas- 
sent par les points cycliques, sont les circonférences. En effet, si l’équa- 
tion (2) est vérifiée pour À = +1, Ÿ = i, Z — 0, alors 


(&i1 — Ge) + its = 0, 


d'où Gjj = Use et Ga = 0. 

La propriété de passer par les points cycliques est à la base de 
plusieurs particularités des circonférences. Voici un exemple. Deux 
ellipses se coupent en général en quatre points. Pourquoi deux cir- 
conférences ne peuvent avoir que deux points communs? Réponse : 
deux autres points sont des points cycliques. 

+ *% * 


Nous avons déjà parlé du « parallélisme » (ou de la dualité} 
entre points et droites en géométrie du complété projectif du plan 
affine. Mais il se trouve que cette harmonie n'est pas parfaite: 
l'existence de deux sortes de points et de deux sortes de droites 
(propres et impropres) apporte une dissonance des plus désagréa- 
bles. Car il y a beaucoup de points impropres et une seule droite 
impropre! On en vient à bout en identifiant tous les points (et toutes 
les droites) qu'ils soient propres ou impropres. 

Définition 4. Si, dans le plan affine complété, on fait abstraction 
des propriétés, pour les points et les droites, d’être propres ou impro- 
pres, on obtient le plan projectif régi par la géométrie projective. 

Cette définition reste valable pour le corps K quelconque, si 
bien qu'on se place en particulier dans le plan projectif réel et le 
plan projectif complexe ou encore dans le cas (C, R). 

Tout plan projectif devient le plan affine complété si l’on choisit 
dans ce plan une droite quelconque dont on dit que ses points sont 
les points impropres. Ainsi, un même plan projectif donne lieu à une 
infinité (si K est infini) de plans affines complétés, et chaque com- 
plété projectif du plan affine détermine de façon unique le plan 
projectif associé. On formalise donc la définition 4 en définissant 
le plan projectif en tant que classe de plans affines complétés qui 
sont équivalents en un sens évident. Au lieu de participer à cette 
chasse aux définitions (dont on revient bredouille des fois), nous 
allons nous engager dans une voie plus prometteuse. 

De tous les modèles de la géométrie du plan affine complété. le 
modèle dans la gerbe .#, (et non le modèle dans le cercle par exemple) 
est le plus apte à devenir une interprétation de la géométrie projec- 
tive (i.e. du plan projectif). En effet, il admet comme points impropres 
les droites dans l'espace parallèles au plan x. si bien qu'il suffit 
de néglicer x pour obtenir un modèle de la géométrie projective. 
o Considéré comme réalisation de la géometrie projective sera 


noté Po. 
* + * 
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Avec Æo. on donne une interprétation « stéréométrique » élé- 
gante des coordonnées affines homogènes. Selon la définition 1, 
les coordonnées affines homogènes du complété projectif du plan 
affine sont rapportées à un repère affine Oe,e, défini dans la & partie 
affine » du plan (qui est l’ensemble des points propres). S'agissant 
du complété projectif #0. cette « partie» 
s'identifie avec le plan x. On définit donc 
dans .4, les coordonnées affines homogè- 
nes en fixant dans x un repère OÜ'e,e, 

(l'accent différencie O0” de la lettre O in- 
troduite plus haut). On se donne, au lieu 


ee 
de O’, son rayon vecteur e; = O0” qui 
n’est évidemment pas combinaison liné- CA 
aire des vecteurs e,, e., si bien que e;, 
e, e; forment une base de l’espace. Inver- 
sement, dès qu’on fixe une base e,, e., e; 0 e 
quelconque telle que l'extrémité O” du : 


€2 


— 
vecteur e; — O0" soit dans le plan x et 
les vecteurs e,, e. lui soient parallèles, on définit un repère affine 
0'e,e. du plan x et, partant, les coordonnées affines homogènes 
dans le plan 40. 

Chaque point de 40, i.e. une droite dans l’espace, est bien défini 
par son vecteur directeur. Si À, Ÿ, Z sont les coordonnées du vec- 
teur directeur (dans la base e,, e., e.) et Z 0, la droite coupe le 


plan x en un point de coordonnées x =+ ,Y = JL (par rapport au 


repère O’e,e.). Lorsque Z = 0. la droite est parallèle aux droites 
de x de vecteur directeur repéré par À, Ÿ (par rapport à la base 
e1, €e). Cela signifie par la proposition 1 que dans le plan affine 
complété Æo les coordonnées affines homogènes définies par la base 
€,, €», €3 (i.e. par le repère affine associé O’e,e.) ne sont rien d'autre 
que les coordonnées X, Ÿ, Z des vecteurs directeurs des points du plan 
qu'on considère comme droites dans l'espace. CO 


+ + 


Ce résultat aidant, on écrit directement les formules de passage 
d'un système de coordonnées affines homogènes à un autre. En effet, 
il s’agit tout bonnement des formules qui décrivent le passage des 
coordonnées des vecteurs par rapport à une base à leurs coordonnées 
par rapport à un autre. Elles s’écrivent 


PA" = cu + ciY + cis2, Cis Ci2 C3 
(4) PY" = CoiÀ + C2Ÿ + Cr3Z, OÙ |Coy Con C2s| 0. 
PL" = cyÀ + CaoŸ + Css, C3 Cs2 Css 
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Nous avons introduit un facteur de proportionnalité arbitraire p 
pour souligner l'homogénéité des coordonnées. 

On n'oubliera cependant pas que les bases considérées ne sont 
pas quelconques. Elles sont liées d'une certaine façon au plan x 
(deux premiers vecteurs de base lui sont parallèles et le troisième 
a son extrémité dans ce plan). Si l’on en tient compte, on vérifie 
de suite que Cay = Ca» = 0 et ca3 = 1. 

Ainsi, il y a entre deux systèmes quelconques de coordonnées affines 
homogènes X : Y : Z'et X” : Y’ : Z’ dans le complété projectif du 
plan affine les formules 


PX" = CnÀ + CyoŸ + C132, 
PY" = CuÂ + Cas) + Cos2, 
pZ" = Z, 

p étant un facteur de proportionnalité et 


Cis C2 


Cette affirmation a certes lieu dans tout plan affine complété. 
On pourrait la démontrer directement à l'aide de la proposition 1 
et des formules de transformation des coordonnées affines non homo- 
gènes. Si nous avons choisi une autre méthode, c’est qu'elle s’appli- 
que immédiatement à la gerbe 40 considérée comme modéle de la 
géométrie projective. 

+ + * 


Définition 95. On appelle coordonnées projectives des points du 
plan projectif , les coordonnées X, Y, Z dans une base e,, e., e: 
quelconque des vecteurs directeurs de ces points considérés comme 
droites dans l’espace. 

Il s'agit évidemment des coordonnées homogènes. À la différence 
des coordonnées affines homogènes, la base e,, e., e, de la défini- 
tion © est absolument quelconque et indépendante de tout plan x. 

D'après les résultats ci-dessus, le passage d'un système de coordon- 
nées projectives à un autre est décrit par les formules (4). 

La définition © ne parle en fait que des coordonnées pour le 
modèle $,. Dans tous les autres cas, on les définit le plus facilement 
en tant que coordonnées X”, Y”, Z” liées à des coordonnées du plan 
affine complété par les formules (4). 


* * x 


Le grand arbitraire laissé sur les transformations des coordonnées 
projectives permet de réduire le nombre des équations canoniques 
des courbes de degré 2. 
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Si l’on passe par exemple dans X* — Ÿ* — Z° = 0 (équation de 
l'hyperbole) aux coordonnées 


X'=Y, Y'=2Z, Z'=X, 


on obtient, après avoir multiplié par —1 et supprimé les accents, 
l'équation X° + Ÿ® — Z° = 0, qui est celle de l’ellipse. De même. 
en coordonnées 


X'=Y, Y'=X—-2Z, L'=X +2, 


l'équation de la parabole Y* = 2XZ coïncide avec la même équation 
de l’ellipse. On voit que dans le plan projectif réel (ou complexe) il 
existe une seule courbe de degré 2 non dégénérée en deux droites. 
Dans le complété projectif obtenu par adjonction de la droite impro- 
pre, cette courbe est une ellipse, une parabole ou une hyperbole 
selon que la droite ne la coupe pas. lui est tangente ou la coupe en 
deux points. 

Le plan réel-complexe ne contient, à part cette courbe « réelle », 
que la courbe « imaginaire» X° + Y* + Z° = 0 n'ayant pas de 
points réels. 

On réduit de même le nombre des classes de couples de droites. 

Finalement, on a le 

Théorème 2 (classification des courbes du second degré dans 
le plan projectif). Toute courbe réelle du second degré du plan pro- 
jectif réel-complexe est nécessairement l'une des courbes suivantes: 

[1] Courbe réelle non dégénérée (X°? + Y® — Z? = 0). 

[2] Courbe imaginaire non dégénérée (X° + Y® + Z? = O0). 

[3] Deux droites distinctes réelles (X° — Y® — O0). 

[4] Deux droites imaginaires (complexes conjuguées) (X° + Y*=0). 

[5] Deur droites confondues (réelles) (X? = 0). 

Dans le plan projectif complexe, les seules courbes du second degré 
sont 

[1] Une courbe non dégénérée (X° + Y? + Z? = 0). 

[21 Deux droites distinctes (X? + Y® = 0). 

[3] Deux droites confondues (X° = 0). D 

Les courbes sont accompagnées d'équations canoniques. 
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Isomorphismes de coordonnées d’espaces vectoriels. — Isomorphismes 
de coordonnées d’espaces affines.— Complété projectif de l’espace 
affine. — Espace projectif. — Faisceaux de plans. — Gerbes de plans. — 
Adijonction d’éléments impropres.— Transformations orthogonales, 
affines et projectives. 


Notre manière d'introduire les coordonnées projectives au moyen 
des coordonnées du plan affine complété a été plutôt malhabile et 
inesthétique. Mais c'était la seule tactique à employer dans le cas 
général car la notion même de plan projectif a été établie à partir 
des plans affines complétés. Le fait est qu'il n’est pas facile d’en 
donner une définition intrinsèque. Nous allons le faire par un procédé 
qui est visiblement le plus simple et suffisamment riche du point 
de vue des idées quoique peu élégant. 

On définit d’abord d'une façon nouvelle l’espace vectoriel. 

On observe que pour tout corps < et tout r > 1 les formules 


yi=ciri+...+oiz", 
{1) ee... ee e 


n n 
y=citi +... +Cnt"s 


% 


ou 
cl. . ci 
EC 
C1. Cn 


définissent des applications bijectives de l’ensemble “" sur lui- 
même. Ces applications sont des isomorphismes de l’espace vectoriel 
K? sur lui-même (i.e. des automorphismes de <"). Elles s'appellent 
les transformations linéaires homogènes et constituent évidemment 
un groupe. Ce groupe noté GL (7; *<) porte le nom de groupe linéaire 
général. Il est isomorphe au groupe des matrices non dégénérées 
d'ordre n. 

Pour tout espace vectoriel 7” de dimension nr sur le corps *, 
ses isomorphismes de coordonnées (voir leçon 6) sont les bijections 


(2) a: PF —K<?7 


ayant les propriétés suivantes (l'écriture &« € Coor (7) signifie que « 
est un isomorphisme (2)): 

Propriété 1. Si &« E Coor (7 ) et pE GL(n; <), alors poaE€ 
€ Coor (7°). 

Propriété 2. Si æ&, x’ € Coor (7'), alors a’ °a-TE€ GL (n; K). 
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La dernière propriété équivaut à dire qu'il y a entre les coordon- 
nées dans deux bases différentes les relations de la forme (1), et la 
propriété 1 signifie que si x!, ..., x" sont des coordonnées, alors 
y',...,y" sont encore des coordonnées (mais dans une autre base) 
pour toute transformation (1). 

Fait nouveau, ces propriétés caractérisent bien les isomorphismes 
de coordonnées. 

Proposition 1. Soit un ensemble 7°. Si l’on se donne l'ensemble 
Coor (7°) des bijections 7° — <" possédant les propriétés 1 et 2 (voire 
la seule propriété 2), alors on confère à Ÿ° la structure d'espace vectoriel 
telle que les applications de Coor (7) soient des (les si la propriété 1 
a lieu) isomorphismes de coordonnées. 

Démonstration. Soit @ € Coor (7 ) quelconque. On transporte 
par « les opérations linéaires de <" dans 7”, i.e. on pose 


x+y=a (x (x) + a (y)), 
kx = a”! (ka (x)) 


pour x, y € 7° quelconques et tout # € K. L’ensemble 7° est structu- 
ré en espace vectoriel et & devient un isomorphisme de coordonnées 
(associé à la base &-! (e,), . .., &”! (e,), où e,, . .., e, est la base 
canonique de “"). Il suffit donc, pour avoir le résultat voulu, d’é- 
tablir que ces opérations sont indépendantes de &. Or, cela découle 
de suite de la propriété 2 et du fait qu'une transformation linéaire 
homogène est un automorphisme de K'. En effet, si & = ca, 
où EE GL (nr; K), alors 


œ'"t (@" (x) + à” (y)) = a (p7* (p (œ (x)) + y (& (y)))) — 
= a"! (a (x) + a (y)) 
e 


œ'"! (ka’ (x)) = at (p-1 (kp (œ (x)))) = at (ka (x)) 


quels que soient x, yE7"et kE *X. L'unicité de la structure d'es- 
pace vectoriel de 7° est évidente. O 

On voit que la proposition 1 fournit une nouvelle axiomatique 
des espaces vectoriels, dont les notions premières fondamentales sont 
les applications (1) et les axiomes s’énoncent sous forme de proprié- 
tés 1 et 2. 

On axiomatise de même la théorie des espaces affines. L'étude 
commence par le groupe Aff (7; K) des automorphismes de l’en- 
semble “7? défini comme espace affine, i.e. par les transformations 
linéaires non homogènes de la forme 


yi=ciri+ re +clixt pt, 


n n 
y'=cizt+... +onx" +, 
15—01070 
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Pour tout espace affine .# sur le corps K, l’ensemble Coor (? ) de 
ses isomorphismes de coordonnées 


a: AÀ4— <" 


jouit des propriétés analogues à 1 et 2 (on remplace évidemment 
Coor (7 ) par Coor (4) et GL (n; K) par Aff(n; K)). On a de 
même la 

Proposition 2. Soit un ensemble 4. Si l'on se donne l'ensemble 
Coor (4) des bijections A4 —+ K" possédant les propriétés 1 et 2 (rela- 
tivement au groupe Aff (n; K)), alors on confère à .4# la structure 
d'espace affine sur le corps K telle que les applications de Coor (4) 
soient des isomorphismes de coordonnées. 

Démonstration. Soit, dans #, un point O. On désigne par 
Coor° (4) une partie de Coor (#4) qui comprend toutes les applica- 
tions &« € Coor (4) transformant O en (0, ..., 0) E K". On constate 
sans peine qu'en posant 7° = ,# et Coor (7°) — Coor° (4) on satis- 
fait à toutes les conditions de la proposition 1. L'ensemble 7° est 


donc un espace vectoriel. On définit l'application 4, B— ÀB en 
posant 


AB = a°1 (a (B)— a (4)), 


—} 
avec &« € Coor° (#4). Il est immédiat de vérifier que le vecteur AB € Ÿÿ” 
est indépendant de «&, si bien qu'on définit sur # une structure 
d'espace affine dont l’espace vectoriel associé est 7°. L'’unicité est 


évidente. 
+ + * 


La méthode s'applique également lorsqu'on fait de la géométrie 
projective dans les espaces affines (nous donnerons une définition 
générale sans nous limiter à z = 2; lorsque r = 2, on obtient le 
complété projectif du plan affine). On définit au préalable l’analo- 
gue affine complété de K”", ce qui ne présente aucune difficulté. 

Soit K+IX O0 & KI de tous les vecteurs (x, zx!,..., zx") 
Æ (0, 0, ..., 0). La relation de proportionnalité 


ER 0 A TE de 


est une relation d'équivalence dans K"+t1 X O0 s'il existe un nombre 
k = O tel que 


= ka, y = kr, ..., y" = kr. 
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La classe d'équivalence contenant le vecteur (x°, x!, ..., x") sera 
notée 
(3) Conte DE A à 


(Ces classes ne sont autres que les droites de l’espace K%?' passant 
par le point (0, 0, ..., O).) 
Définition 1. On appelle espace projectif KP" de dimension n 
sur le corps * l’ensemble de toutes les classes d'équivalence (3). 
Sur <P" opère le groupe Pr-Aff (7; X) dont les éléments sont 
les transformations linéaires homogènes de Ia forme 
py° = x, 
pyi = co + ci! +... + cz", 


Pr-Aff (7; K) étant un groupe abstrait est isomorphe à Aff (n; “). 

En particulier, on a pour nr = 2 le groupe Pr-Aff (2; <) dont 
les transformations s’écrivent après le changement de notations 
simple 2 =Z,zt = X,1 = Y: 


PX" = CnÀÂ + CieŸ + Cis2, 
PŸ" = cuÂ + CoeŸ + Ces2, 
pZ" = Z, 

équations connues, où 


Cyy C2 


Co Coo 


Définition 2. On appelle le complété projectif de dimension n sur 
le corps K de l’espace affine un ensemble # quelconque pour lequel 
on a défini un ensemble Coor (#) des bijections 


a: H —> KP? 


tel qu'on ait les axiomes suivants. 
Axiome 1. Si œECoor(#) et œ€Pr-Aff (n; K), alors 
° « E Coor (.#). 
Axiome 2. Sia, «’ € Coor (4), alors &’° a-! € Pr-Aff (n; “). 
Les points À de # pour lesquels & (4) s'écrit (0: x!: ...: x") 
dans au moins une application &« € Coor (4) (et, partant, dans toutes 


15% 
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ces applications) sont par définition les points impropres de l’espace 
affine complété :#, les autres points étant dits propres. 

A la lumière des résultats ci-dessus, on peut dire que les espaces 
Æ de dimension 2 au sens de la définition 2 coïncident avec les 
complétés projectifs des plans affines au sens de la définition 3 de la 
leçon 24. Pour nr quelconque, ils coïncident avec les espaces affines 
complétés obtenus par généralisation évidente de la dernière défini- 


tion. 
* + + 


Le problème de définir les espaces projectifs ne présente désor- 
mais aucun point obscur. 

Soit Proj (r; K) le groupe de toutes les transformations de 
KP” qui opèrent selon les formules 


0 0 
py° = Cox + cixt +... Lez", 


(&) pyt=co2°+cizt +... +ociz", 


py"= con +cirt+...+cnx", 


0 
cs ci... cc 
ci 


. Cn ZÆ (. 


Ce groupe étant abstrait est isomorphe au groupe quotient du groupe 
des matrices non dégénérées d'ordre nr + 1 par le sous-groupe distin- 
gué des matrices scalaires. 

Définition 3. On appelle espace projectif de dimension n sur le 
corps K un ensemble & quelconque pour lequel on a défini un en- 
semble Coor (%) des bijections 


a: P — KPr 


tel qu'on ait les axiomes suivants. 

Axiome {. Si &« E Coor (F) et œ € Proj (nr; K), alors moa€ 
€ Coor (%). 

Axiome 2. Si &, «€ Coor (S), alors &’° &-!E Proj (n; *K). 

Les applications & € Coor (5) sont par définition les isomorphi- 
smes de coordonnées, et les nombres x°, x!, ..., x" vérifiant la rela- 
tion 

a (D) = (2: xl: ...: x") 


s'appellent pour tout point À € S les coordonnées projectives de 
A associées à l’isomorphisme «. 
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Il est clair que dans le cas nr = 2, on a les plans projectifs au 
sens de la définition 4 de la leçon 25 et les coordonnées projectives 
définies dans la même leçon. 

+ + # 


Après cette incursion dans le domaine de constructions axiomati- 
ques générales, on revient aux développements géométriques plus 
significatifs. 

A l'instar de la droite dans le plan, le plan dans l’espace constitue 
l’ensemble de base d’une géométrie. 

Chaque plan de l’espace affine est bien défini en coordonnées 
affines x, y, z par les coefficients de son équation 


Az + By+Cz:+D=0; 
on prend donc ces coefficients pour ses coordonnées homogènes. 


Le plan sera noté (4:B:C:D). 
Soient deux plans distincts 


(9) Aot + Boy + Coz + Do — 0 et A,z + By + C,z + D,=t0. 
Définition 4. On appelle faisceau de plans défini par (5) l'en- 

semble de tous les plans (4: B: C: D) pour lesquels on indique des 

nombres pu et v (qui ne sont certes pas simultanément nuls) tels que 


(6) A=pAo+v4y, B = uB, + vb:, 
C — UCo + VC: D — uD, + vD, 
(le plan (4:B:C:D) dépend évidemment du rapport u: v seul). 

On constate une analogie parfaite avec la définition 1 de la 
leçon 24. 

On pourrait donc revoir cette leçon et suivre les sentiers battus, 
mais telle n’est pas notre intention. Désireux d'échapper à l'algèbre 
linéaire fastidieuse, nous allons nous engager dans une autre voie. 
Pour ce faire nous aurons besoin du 

Lemme 1. Etant donné, dans l’espace, un point quelconque 
M, (&1, Vs 2) non dans les deux plans (5) à la fois, le faisceau (6) 
comprend un plan contenant M, et un seul. 

Démonstration. Si le plan cherché existe, on a pour u et v cor- 
respondants 


(UA0o + VA) ni + (UBo + VBi) Ni + (pCo + VC) à + 

+ (UD, + vD;) = 0: 
i.e. 

u (Aou + Boÿi + Con + Do) + v (Ain + Biÿ + Ciat Di) = 0, 
égalité qui définit de façon unique le rapport 

(7) iv = —(din + Biyi + Cia + Di): (A ot +Boyi+ Cor Do), 
ce qui démontre l’unicite. 
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On prouve l’existence en prenant u et v définis par (7). 

Définition 5. Le faisceau (6) est dit propre si les plans (5) sont 
sécants et impropre dans le cas contraire (s’il y a parallélisme de (5)). 

Proposition 3. Un faisceau propre est formé de tous les plans 
contenant la droite intersection des plans (5) et un faisceau impropre 
comprend tous les plans parallèles aux plans (5). 

Démonstration. Supposons les plans (5) sécants. Le système (5) 
définit alors la droite suivant laquelle ils se coupent. Si le point 
Mo (Zo: Yo 20) appartient à la droite (5), on a pour tout pu et tout v 


Ato + Byo + Czo + D = (A5 + VA:) to + (Bo + VB) Yo + 
+ (UCo + VC) 20 + (uDo + vD:) = 
= h (4070 + Boÿo + Coïo + Do) + 
+ v (4ito + Biÿo + Cato + Di) = 0, 


si bien que le plan (6) passe par M, (Zo: Yo: Z0)- Ainsi, le plan (6) 
contient la droite (5). Inversement, soit un plan quelconque conte- 
nant la droite (5). On fixe dans ce plan un point arbitraire 
M (Zu Y 21) extérieur à (5). Selon le lemme 1, il existe dans le 
faisceau (6) un seul plan (4: B:C: D) passant par M,. Le [plan 
initial et le plan construit ont en commun la droite (5) et le point ÀZ,, 
i.e. ils se confondent. Par conséquent, le plan considéré appartient 
au faisceau (6). 
Supposons les plans (5) parallèles, auquel cas 


ns me °° 


et on a pour tout u et tout v (tels qu'au moins l'un des nombres 
uA4o + VA, UB9 + VB1, uCo + VC) soit non nul) 
HA VA, _UB5+VB, __ nCo+vC 


PT ES 

Autrement dit, tout plan de (6) est parallèle aux plans (5). Inver- 
sement, soit un plan quelconque parallèle à (5) et son point arbi- 
traire M, (x;,, y,, z,). Aux termes du lemme 1, le faisceau renferme 
un seul plan passant par M,. Ce plan étant parallèle aux plans (5) 
se confond avec le plan initial qui appartient donc au faisceau (6). CO 

Si l’on complète l’espace en adjoignant à chaque plan une droite 
impropre (ce qui nous plonge dans le complété projectif) et si l'on 
assujettit les droites impropres des plans à se confondre s'il y a 
parallélisme des plans, et dans ce cas seulement, alors chaque fais- 
ceau impropre devient un faisceau de plans passant par une droite 


fixe. 
+ + 
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Les faisceaux sont des analogues des droites. Voyons ce qu'il 
en est des plans. Soient 


A7 + Boy + Coz + Do = 0, 
(8) A,z + By + C;,z + D, = 0, 
Az + Bay + Coz + D, = 0 


trois plans non dans un même faisceau (i.e. ils ne sont pas parallèles 
ni sécants suivant une même droite). 

Définition 6. On appelle gerbe de plans définie par (8) l'ensemble 
de tous les plans (4 : B: C: D) pour lesquels on indique des nom- 
bres Lo, M, M (qui ne sont certes pas simultanément nuls) tels que 


À = Lo4o + Bi + He, 
B = hoBo + WiBi + Ub, 
C = polo + MC + Me 
D = hoDo + MD; + De. 


Une gerbe est dite propre si les plans (8) se coupent en un seul 
point (centre de la gerbe), et elle est impropre si les plans (8) n’ont 
aucun élément commun (i.e. si deux de ces plans se coupent suivant 
une droite parallèle au troisième; la droite intersection s'appelle 
la droite centrale de la gerbe impropre). 

En désignant les premiers membres des équations (8) par fo, fi 
et f. respectivement, l'équation de tout plan de la gerbe s'écrit 


(10) Hofo + Wifi + Uafs = 0. 


Ces notations abrégées s'avèrent des fois utiles. 

Proposition 4. Une gerbe propre est formée de tous les plans passant 
par son centre, et une gerbe impropre comprend tous les plans parallèles 
à la droite centrale. 

Démonstration. Soient (9) une gerbe propre et Ms (£o, Yos 20) 
son centre. Quels que soient Lo, li, u», le premier membre de ({0) 
a pour valeur en M, 


Mofo (Los Vos Zo) + Lafi (or Yor 20) + Uofo (Los Yor Zo): 


i.e. il est nul. Par conséquent, tout plan (10) de la gerbe passe par M. 
Inversement, soit un plan arbitraire passant par le centre M, de la 
gerbe (9) et soit, dans ce plan, deux points distincts M; (ti, Yi, 2) 
et M, (te, y», z.) non en ligne droite avec le point M,. Le plan (10) 
de la gerbe passe par ces points sous la condition 


Mofo (Cr Yo 21) + fa (Zi Yi 2) + Mofo (Z:: Yi Z1) = 0, 
Hofo (Cas Yas 2e) + Uafa (Ler Ver 29) + Mofe (Las Vos 22) = 0. 


(9) 
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Ces équations admettent une solution non triviale (unique à un fac- 

teur de proportionnalité près) en L, Lu, Lo: 

fa (is Vas 21) fa (æts Vus 24) | 

fa (tes Vas 22) fa (Tes Ye, 22) | 

fe (Zi, Yi 21) fo (Æss Ya 21) fo (Zi Yas 21) fa (Zi, Ya: 24) 

fa (Ze, Yes 22) fo (Z2 Us 22) fo (Z2s Vas 32) fa (Tes Vos 22) |” 

Le plan associé passant par trois points W,, M,, M, non colinéaires 

se confond avec le plan donné qui appartient donc à la gerbe. 
Supposons que la gerbe (9) est impropre. Soit a (!, m, n) un 


vecteur directeur de sa droite centrale. Comme a est parallèle aux 
plans (8), on a 


Ho : Hi : Mo — 


Aol + Bom + Con = 0, 
Al + Bim + Cin = 0, 
Al + Bem + Cin = 0. 
On a donc pour tous les Up, M; La 
(Modo + Wdi + Uede) D + (UoBo + WiB1 + LoBe) M + 
+ (HoCo + WC1 + We o) nr = 0, 


ce qui veut dire que tout plan (8) est parallèle à la droite centrale 
de la gerbe (9). Inversement, soit (4 : B: C: D) un plan tel que 


Al+ Bm + Cn = 0. 


Dans ce cas, la matrice 


“ A B C D 
4 Be Co D, 
A B C, D, 
A> B2 C2 De 


a ses colonnes linéairement dépendantes (à coefficients L, m, n, 0), 
et il y a donc dépendance de ses lignes. Par hypothèse, trois dernières 
lignes sont linéairement indépendantes (sinon les plans (8) appartien- 
nent à un même faisceau). Par conséquent, la première ligne s’expri- 
me linéairement au moyen des autres, ce qui signifie justement 
l'appartenance de (4: B:C: D) à la gerbe (9). O 


+ + + 


Pour que les gerbes impropres possèdent un centre, on munit 
chaque droite d’un point impropre, chaque plan d'une droite impro- 
pre, et on estime que le point impropre de la droite est sur la droite 
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impropre du plan si et seulement s'il y a parallélisme de la droite 
et du plan. 

Il est clair qu'il suffit d'adjoindre à chaque droite un point 
impropre, le même pour toutes les droites parallèles, et de dire que 
l'ensemble des points impropres des droites parallèles à un plan en 
constitue la droite impropre. Ceci étant, il y a coïncidence désirée: 
(voir plus haut) des droites impropres des plans parallèles. Il est 
naturel que l’ensemble des points impropres complétant l’espace s'in- 
terprète comme étant un plan. 

La description formelle du complété projectif ainsi obtenu obéit 
aux règles connues (voir définition 3 de la leçon 24 ou définition 2 
de la leçon présente). Si l’on fait abstraction, dans cet espace, de la 
différence entre les points propres et les points impropres, on obtient 
l'espace projectif (voir définition 4 de la leçon 25 ou définition 3 ci- 
dessus). 

Le temps nous manque malheureusement pour entrer dans le. 


détail de la question. 
* + * 


On connaît dès l’école secondaire le grand rôle qui revient en 
géométrie aux notions intimement liées de figures congruentes et 
de déplacements. 

On se représente intuitivement un déplacement (d’un plan par 
exemple) comme une transformation qui « ne change aucun élément 
essentiel »: les longueurs et les angles se conservent, la somme de 
vecteurs devient une somme de vecteurs, le produit d’un vecteur par 
un nombre se transforme en un produit d'un vecteur par un nombre, 
et ainsi de suite. Généralement parlant, un déplacement est donc 
un isomorphisme du plan euclidien sur lui-même, i.e. un automor- 
phisme. Plus précisément, un déplacement est un automorphisme 
du plan orienté puisqu'il conserve l'orientation. Mais il est connu 
(voir leçon 14) que l’isomorphisme 4 — 4’ d’un espace euclidien 
sur un autre (ou sur lui-même) est défini par égalité des coordonnées. 
dans deux repères rectangulaires, i.e. on définit l’isomorphisme en 
choisissant dans # un repère rectangulaire Oi, ...i,, dans #° un 
repère rectangulaire O'i: . . . i, et en faisant correspondre à un point 
A € Æ quelconque le point 4° € #’ de mêmes coordonnées dans 
O'i:...i, que À l’a été dans Oi,...i,. S'agissant du cas étudié 
s —= A’ et du déplacement qui conserve l’orientation, on est conduit 
à la définition formelle 7 pour » quelconque (bien qu'on n'en ait 
besoin que pou n=2etnr =3 

Définition 7. On appelle déplacement de l’espace euclidien 4 
de dimension nr une transformation de # définie par égalité des 
coordonnées dans deux repères rectangulaires de même sens. Cela 
signifie que tout déplacement est bien défini par deux tels repères 
Oi,...i, et O'i...i, (le premier pouvant être quelconque) et 
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change tout point À en 4” qui a dans O'i, . . . i, les mêmes coordon- 
nées que À a possédé dans Oi, ...i,. 
On voit donc que si 


— 
OA = ai, +... +ani,, 
alors 


—> 
O'A'= ai +... + anis. 


Tous les déplacements de 4 constituent évidemment un groupe. 
Ce groupe dépend à un isomorphisme près de la seule dimension n. 
Nous le noterons Ort* (n). 

Si l’on supprime, dans la définition 7, la condition « les repères 
sont de même sens », on a des transformations plus générales qui 
sont dites orthogonales et forment le groupe Ort (7) dont Ort* (n) 
est un sous-groupe. 

On introduit de même les automorphismes d'espaces affines. 
Ce sont les transformations affines définies par égalité des coordon- 
nées dans deux repères affines. 

On introduit enfin les transformations projectives qui opèrent par 
égalité des coordonnées dans deux systèmes de coordonnées pro- 
jectives. 

En géométrie euclidienne, on considère comme égales deux 
figures congruentes (i.e. deux figures qui dérivent l'une de l’autre 
par un déplacement ou, de façon plus générale, par une transforma- 
tion orthogonale). Cette définition de l'égalité de figures caractérise 
la géométrie euclidienne. 

De même, deux figures sont égales en géométrie affine si elles 
sont affinement congruentes, i.e. si elles sont déduites l’une de l’autre 
par une transformation affine. On retrouve en géométrie projective 
la notion analogue de figures projectivement congruentes. 

Ces propriétés des transformations orthogonales, affines et pro- 
jectives situent ces transformations dans la géométrie. 

Le cadre de ce livre est trop restreint pour qu'on puisse étudier 
les transformations projectives. Quant aux transformations orthogo- 
nales et affines, on s’en occupera dès la leçon suivante. 
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Transformations affines en coordonnées. — Exemples de transformations 
affines.— Décomposition des transformations affines. — Transforma- 
tions orthogonales. — Déplacements du plan.— Symétries et symétries 
avec glissement. — Décomposition d’un déplacement du plan en le 
produit de deux symétries.— Rotations de l'espace. 


Soient z!', ..., x" des coordonnées affines fixes dans l’espace 
affine £. Toute transformation affine © de 4 étant définie par 
égalité des coordonnées détermine des coordonnées affines xl”, ... 
.-... æ" distinctes des premières, et, inversement, la donnée des 
coordonnées affines z!’, ..., x" quelconques définit une transfor- 
mation affine D. 

Etant donné un point À € # quelconque, les coordonnées accen- 
tuées du point À” — ® (4) coïncident par définition avec les coor- 
données non accentuées de À : 


? 


xl = Z2, ::.,.,20 = 7m. 


Or, la règle de transformation des coordonnées affines dit que les 
coordonnées non accentuées (notées y!, ..., y") de À” s'expriment 
par les coordonnées x!”, . .., x’ de ce point au moyen des formules 


{ La 1 ° 
yi=cirl +... +Lc,zt + bt, 


y=cirl +... ont + br, 


le déterminant de la matrice (c}) étant non nul. La substitution 
z’,..., æ = zx, ..., x" donne 


(1) ee + eo 


ou, en notations matricielles, 
(2) y = Cz + b, 


avec 
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et 
| 
C! S Cn 
ES SES 
ci... cn 


Ainsi, on a le 

Théorème 1. Toute transformation affine © rapportée à des coor- 
données affines fixées dans l’espace 4 est bien définie par une matrice 
non dégénérée C et la matrice colonne b. Cette transformation fait 
correspondre à un point À de coordonnées x', ..., x" le point A’ 
de coordonnées y, . .., y" des formules (1) ou (2). © 

On donne d'habitude à C le nom de matrice de transformation ® 
(dans le système donné de coordonnées). 

Chose à noter, les égalités (1) sont identiques aux formules de 
transformation des coordonnées affines. Si xl, ..., x" et y!, ... 
..., ÿ" sont les coordonnées de deux points distincts dans un même 
système de coordonnées, les formules (1) définissent une transforma- 
tion affine, tandis qu'elles définissent une transformation des coor- 
données si xl, ..., x" et y!, ..., y" repèrent un même point dans 
deux systèmes distincts de coordonnées. 

On le dirait d’ailleurs de toute transformation (projective, ortho- 
gonale, etc.) définie par égalité des coordonnées d’autres types. 

Remarque 1. Toute transformation affine change les droites 
en droites. On montre (on s’en abstiendra) que la réciproque a lieu 
pour K=R et n > 1: chaque application bijective de l'espace affine 
qui conserve la rectitude des points, est une transformation affine. 
La restriction r >> { tient bien sûr à ce que la condition de rectitude 
n’a pas de sens pour nr — Î. Quant à l’autre restriction (K = R), 
elle s'avère essentielle. Dans le cas complexe, par exemple, la trans- 
formation envoyant chaque point en un point de coordonnées com- 
plexes conjuguées n'est pas une transformation affine (elle n’est 
pas régie par (1)) bien qu'elle conserve la rectitude des points. Le 
fait est qu'il existe un automorphisme non identique (la conjugaison 
complexe) du corps € et qu'il n’y en a pas pour à. 


+ + * 


Exemples de transformations affines. 

Dans tous les exemples on suppose, pour fixer les idées, que l’es- 
pace Æ est euclidien et que les coordonnées sont rectangulaires, 
auquel cas toute transformation orthogonale est nécessairement une 
transformation affine. Nous donnerons (pour le plan seul) plusieurs 
exemples moins banaux. 

1) Toute homothétie est une transformation affine. Sa matrice 
est (dans tout repère affine dont l'origine est le centre de l’'homothé- 
tie) une matrice diagonale d'éléments diagonaux identiques, i.e. 


LEÇON 27 937 


sa forme est kE, E étant une matrice unité. (On sait que ces matrices 
sont dites scalaires.) 


y 


EVA NER 
DRE UEE 


Homothétie 


Contraction 


2) La transformation affine du plan définie (en coordonnées 
Z, y) par les formules 


T1 = TZ, Y1 = ky, 


k> 0, est une contraction d'ordonnées. La composée d’une contrac- 
tion d'ordonnées et d’une contraction d'’abscisses se définit par 


T1 = kz, UA F+ ly, 
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avec À >> 0, [> 0. Elle a pour matrice une matrice diagonale d'élé- 
ments diagonaux #, L positifs. 

Il est clair que les contractions (et les déplacements) transfor- 
ment toute ellipse en une ellipse (en une circonférence par exemple). 
Ainsi, toutes Les ellipses sont affinement congruentes. Il en est de même 
des hyperboles et des paraboles (celles-ci sont même homothétiques 
pour une position convenable). Analytiquement, les ellipses, les 
hyperboles et les paraboles ont une seule équation affine canonique 
(voir leçon 22). 

3) La transformation affine définie par 


TZ = ZT + PyY, Yi = Y, 


p étant quelconque, s'appelle le glissement. Elle conserve les aires 
des figures planes. 
à à * 


Chose remarquable, dans le plan euclidien tout glissement se 
décompose en un produit d’une transformation orthogonale (d’un 


ZE 
PRET 
LISE L7 
(IA 


E; I [|] 


RH 


BR e 
El ee LS / 
CLS | 
SLA TT 


Glissement 


déplacement) et de deux contractions par rapport aux axes perpendi- 
culaires entre eux. Il y a plus. On a la 

Proposition 1. Dans le plan euclidien; toute transformation affi- 
ne O est le produit d’une transformation orthogonale et de deux contrac- 
tions par rapport aux axes perpendiculaires entre eux. 

Démonstration. Soit, dans le plan, une circonférence quelconque 
de rayon 4. La transformation affine © la change en une ellipse, 
et son centre O devient le centre O” de l’ellipse (pourquoi ?). Soient 
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O’F;, et O'E, deux droites passant par 0” dans les directions principa- 
les (les axes) de l’ellipse et soient e: et e, leurs vecteurs directeurs 
unitaires qui forment donc une base orthonormée. On suppose que 
E,. E, sont les points d’intersection de l’ellipse et des droites O’E, 

O E:. Soient E, et £ E, leurs images réciproques par ®. Dans ce cas, 


e, — 0Ë,, e, — OE, sont des vecteurs unitaires et OE,, OE, les 
diamètres de la circonférence. Une transformation affine change, 
on le voit sans peine, les diamètres conjugués en diamètres conjugués. 
Les diamètres O'E;. O’E, étant les axes sont conjugués, si bien qu'il 


en est de mème de UE,, OËE,. Puisque les diamètres conjugués d’une 
circonférence sont perpendiculaires, on a la propriété d’orthonorma- 
lité de la base e,, e.. 

Ainsi, on a construit deux repères rectangulaires Oe,e, et Oe,e, 
tels que la transformation affine change les axes de coordonnées du 
premier repère en ceux du second. 

La démonstration sera terminée si l’on observe que la transforma- 
tion orthogonale définie par égalité de ces coordonnées ne diffère 
visiblement de ® que par deux contractions par rapport aux droites 
O'E,, V'E, E, (de rapports respectifs À et / égaux aux longueurs des 


vecteurs O'É; et O'É: pris dans cet ordre). [ 

La clef de voûte de la démonstration est l'existence, dans le 
plan, de deux directions mutuellement perpendiculaires que D 
transforme en des directions mutuellement perpendiculaires. On 
l'établit facilement (en négligeant la théorie des courbes de degré 2) 
si l’on applique (aux fonctions sur la circonférence) le résultat connu 
en analyse sous le nom de théorème de Weierstrass : une fonction conti- 
nue atteint son minimum sur un ensemble compact. 

Soit la même circonférence de rayon 1 et de centre ©. Etant 
donné son point quelconque M, on désigne par f (M) la distance 
de son transformé M” — ® (M) au point O’ et on a sur la circonfé- 
rence la fonction f: M > f (M) qui est évidemment continue. Soit 
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M, son point de minimum. Il se trouve que dans © la droite OM, 
et la droite d qui lui est perpendiculaire en 7, (i.e. la tangente en 
M, à la circonférence) deviennent les droites OM et d’ perpendicu- 
laires entre elles. En effet, on raisonne par l’absurde et on suppose 
que À, n’est pas confondu avec le pied V, de la perpendiculaire 
abaissée de O0’ sur d’ (donc, 
[O'N,| << |0'M. |=f(M)5)). Alors 
le point M, intersection de la cir- 
conférence et de la droite ON,. 
No = ODT(N), vérifie (vu que 
M, est sur le segment ON,, et, 
partant, le point M, = f (M;) ap- 
partient à O’M5) l'inégalité 

f(M;)=10'M; | <TON,|< f (Mo), 


contradiction avec l'hypothèse fai- 
te sur M,. O 

Ce raisonnement se transpo- 
se aisément au cas de dimension 
quelconque (ce qui correspond à » directions perpendiculaires entre 
elles). Aussi la proposition 1 est juste (à des modifications adéquates 
près) pour les transformations affines de l’espace euclidien de dimen- 
sion arbitraire. 

Ladite proposition ramène en fait la théorie des transformations 
affines quelconques à celle des transformations orthogonales. Voyons 
<e que sont les transformations orthogonales (en particulier les 
déplacements). Les coordonnées sont supposées rectangulaires. 

+ à * 


Les transformations orthogonales étant un cas particulier des 
transformations affines s’écrivent sous forme (2): 


(3) y=Cz+b 


à la différence que C n'est pas non dégénérée quelconque, mais une 
matrice orthogonale arbitraire (en coordonnées rectangulaires; voir 
leçon 14). 

La transformation (3) est un déplacement si et seulement si la 
matrice C est de déterminant 1, i.e. si elle est unimodulaire. Aussi 
on dit des fois des déplacements que ce sont les transformations ortho- 
gonales unimodulaires. 

Définition 1. Si C — E, la transformation (3) est de la forme 
y = x + b. C'est un déplacement qui s'appelle la translation. Toute 
translation est caractérisée par les propriétés de transformer toute 
droite en une droite parallèle et de ne pas conserver aucun point 
(pour b 0). 
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On dit des déplacements qui laissent invariant un point O que 
ce sont les rotations de centre O. Ils forment un groupe noté Roto (n). 

Si O est l'origine des coordonnées, la matrice colonne b dans la 
formule (3) des rotations de centre © est nulle. Ainsi, Roto (n) 
considéré comme groupe abstrait est isomorphe au groupe SO (n) 
des matrices orthogonales unimodulaires. 

Conformément à la formule (3), tout déplacement est une rota- 
tion y — Cx de centre en l’origine suivie d'une translation y = 
= x + b. 


* à * 


Il se trouve que les rotations (de centre quelconque) et les transla- 
tions sont les seuls déplacements du plan (i.e. pour r = 2). 

Proposition 2. Tout déplacement du plan est, ou bien une trans- 
lation, ou bien une rotation. 

Démonstration. Les résultats obtenus dans la leçon 14 en ce 
qui concerne la forme des matrices orthogonales unimodulaires 
d’ordre 2 entraînent que tout déplacement du plan est défini en 
coordonnées rectangulaires x, y quelconques par les formules 
(4) x’ = x cos & — y sin &œ + b;,, 

y = zsin æ@ + y cos a + b.. 
Pour & = 0 on a une translation. On montre que le déplacement (4) 
a nécessairement dans le cas contraire un point fixe, i.e. c'est une 
rotation. 

La condition « Af, (xzo Yo) est laissé invariant par (4) » consiste 
à vérifier les égalités 

To = Lo COS & — Yo Sin & + D, 
Yo = Lo Sin & + Yo COS & + Ds, 
1.e. 
(1 — cos &) zo + (sin &) Yo = b:, 
(—sin &) x, + (1 — cos &) yo = b:. 
Comme c’est un système linéaire non homogène en z,, y, de déter- 
minant 


1— cos & sin œ 
Re (1 —cos a)? +sin?2a—72(1— cos «) 0 
pour & = 0, il existe un point fixe M, (et un seul). CO 
Toute rotation autour de l’origine dans le plan s'écrit 
z' = xCOS& — ysin«, 
y" = xsin & + y cos &. 


avec « un angle bien défini pour —7r << &œ < x qui est par défini- 
tion l'angle de rotation. 
+ + *% 


16—01070 
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La proposition 2 montre en particulier que tout déplacement 
dans le plan possède un point fixe au plus. Il n’en est rien pour les 
transformations orthogonales qui changent l'orientation. 

Définition 2. Une transformation orthogonale non identique du 
plan qui a une droite de points fixes s'appelle la symétrie par rapport 
à cette droite. La droite invariante est par définition l'axe de sy- 
métrie. 

Soit la transformation orthogonale 

L' = CZ + Cioÿ + bus Y = Cut + Caoÿ + bo 
qui est une symétrie d'axe x = 0. On a identiquement en y: 
O = Cyey + bi. y = Ceoy + be, 


d'où Cie = 0, Coo = 1, b, = 0, b, — 0. La matrice C étant orthogo- 
nale, cela ne peut avoir lieu (pour une transformation non identique) 


que Si Coy — 0, C1 — —1. Ainsi, la symétrie est décrite par les 
formules 
(5) un 
5) , 
y — y. 


En particulier, la symétrie est bien définie par son axe, toute sy- 
métrie inversant l'orientation et le carré d’une symétrie étant une 
coïncidence. 

La composée $S + ® de toute transformation orthogonale chan- 
geant,, l'orientation D et d'une symétrie quelconque S conserve 
l'orientation, i.e. c'est un déplacement. Etant donné D =S: 
o (Se), cela démontre que foute transformation orthogonale 
changeant l'orientation O est un déplacement suivi d’une symétrie S 
(qui peut être la même pour chaque ®). 

Un exemple en est la symétrie avec glissement 
ZT — —2x, y=y+a, 
qui se décompose en le produit d une symétrie et d'une translation 
de vecteur parallèle à l’axe de symétrie. 

Proposition 3. Dans le plan, toute transformation vorthogonale 
changeant l'orientation est une symétrie avec glissement. 

Démonstration. Les résultats ci-dessus (et ceux de la leçon 14) 
entraiïnent de suite que toute transformation orthogonale inversant 
l'orientation dans le plan est définie dans un système quelconque de 
coordonnées rectangulaires x, y par les formules 


’ 


ZT —zxzcos à + y sin & + b:;, 


(6) | 


y — xsin & — y cos a + b.. 


On établit l'existence des nombres /, m tels que si Ÿ est une 
translation de vecteur a (/, m), alors Q = W-19 D soit une s«y- 
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« 


métrie dont l’axe est parallèle à a. Cela démontre évidemment la 

proposition du moment que D = Y + Q est la symétrie voulue. 
Quels que soient !, m. la transformation Q = W-!t. D est 

définie par 

z' = xcos a + y sin &œ + b, — I, 

y —= xsin &œ — y cos &œ + b: — m, 

si bien que ses points fixes sont donnés moyennant les équations 

- zx (1 — cos &) — y sin «a = b, — I, 

i 

(1) —x sin &œ + y (1 + cos &) = b, — m. 


On demande / et m tels que, primo, les équations (7) définissent 
une droite (auquel cas Q changeant l'orientation est une transfor- 
mation orthogonale non identique qui a une droite fixe, i.e. c'est 
une symétrie). Autrement dit, on choisit !/ et m de façon qu'il y ait 
proportionnalité des équations (7): 


1— cos « —sinœ _ bi—!l 


—sinæ _Â<+cosa  be—m * 


On vérifie identiquement la condition 


1— cos & __ —sina 
—sinœ  Â1—+cosa 
et la condition 
—Sinæœ _ bi—1i 


+cosa  be—m 
donne pour / et m 
(be — m) À + (bi — 1) = 0 
avec la notation 
À sin & 


7 1<+cos a 
Secundo, on assujettit la droite obtenue à étre parallèle au vecteur 
a (!, m), 1.e. 
L sin &œ 1 


m  Â1—cosx À 

Ainsi, on a pour !, m: 

(8) l + mi = b,hk — b,, Al — m =t(. 

La proposition se trouve démontrée si l’on observe que ces équations 
admettent une solution unique 


. bah + b, nn ban + bi 
FÉen MA 0 


16+ 
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Il est clair qu'avec a 20 aucun point n'est invariant par la 
symétrie avec glissement. Ainsi, une transformation orthogonale 
changeant l'orientation qui a au moins un point fixe est une sy- 
métrie (et laisse invariante une droite). Le produit de toute rotation 
et d'une symétrie dont l'axe passe par le centre de rotation étant 
du nombre est une symétrie. Comme le carré de toute symétrie est 
l'identité, on dit que toute rotation du plan est la composée de deux 
symétries. 

De même, une translation suivie d'une symétrie d'axe perpendi- 
culaire au vecteur translation est une transformation orthogonale 
inversant l'orientation à droite fixe, i.e. une symétrie. Si l'on 
translate par exemple le long de l’axe des abscisses, i.e. si 


r'=tc+a y = y, 
alors la composée 
z'=—-x+a, y =}y 
de la translation et d’une symétrie par rapport à l'axe des ordonnées 
laisse invariante la droite x — _. . Ainsi, toute translation est le 


produit de deux symétries. 
Bref, tout déplacement du plan se décompose en le produit de deux 


symétries. O 
+ + *k 


Le temps nous manque pour étudier les transformations orthogo- 
anales de l’espace. Disons quelques mots des rotations. 

Par définition chaque rotation ® de l’espace laisse invariant 
un point O. On considère O comme origine, ce qui fournit les formu- 
les pour ©: 


ZT = CZ + Cie + C132, 
Y = CoT À Cooÿ + Cos2s 
= CyT + Caoÿ + Casz. 


Cherchons tous les points (x, y, z) (0, 0, 0) qui restent dans O 
en ligne droite avec (0, 0, 0), i.e. des points tels que 


(9) x = Àx, y = y, : = Àz, 


À étant un nombre. Les coordonnées zx, y, z doivent satisfaire aux 
équations 


(Cia — À) Z + Cyoÿ + Ci32 = 0, 
Cat + (Ces — À) y + cesz = 0, 
C1T + Caoÿ + (c33 — À) z = 0, 
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qui admettent, on l'enseigne en algèbre, une solution non triviale 
si et seulement si 


Ci — À Ci C3 
(10) Cy2 Co — À C23 |—=0. 
C3 Co C33 — À 


La dernière égalité est une équation du troisième degré en À et pos- 
sède nécessairement une racine réelle en tant qu’une équation de de- 
eré impair à coefficients réels. Cela prouve l'existence des points 
(x, y, z) (0, O0, 0) ayant la propriété (9) (À étant racine de (10)). 
La transformation @ étant une rotation conserve les longueurs, si 
bien que À = +1. 

Ainsi, la rotation O laisse invariants tous les points d’une droite 
passant par © (cas À = 1) ou les change en leurs symétriques par 
rapport à © (cas À — —1). 

Dans les deux cas, chaque point du plan passant par O perpendi- 
culairement à la droite reste évidemment dans le plan. Aussi @ 
induit dans ce plan une transformation orthogonale ®” à point 
fixe O. Comme © conserve par hypothèse l'orientation de l’espace 
et échange pour À — —1 les demi-espaces définis par le plan, ®’ 
inverse l'orientation du plan pour À = —1. ®” étant une transfor- 
mation à point fixe est une symétrie dans le plan et a une droite 
de points invariants. Ces points sont évidemment les points fixes 
de la rotation ®. 

Ainsi, toute rotation dans l’espace laisse invariants les points d'une 
droite. 

Cette droite s'appelle l'axe de rotation. La rotation O induit une 
rotation d'un angle & de chaque plan perpendiculaire à son axe, 
« étant le même pour tous les plans (pourquoi?). L'’angle & est par 
définition l'angle de rotation de la transformation ®. Il est évident 
que © est bien définie par la donnée de son axe et de son angle, si 
bien qu'on identifie deux rotations si et seulement si elles ont même 
axe et mème angle. (On rappelle que l'angle & est choisi dans les 
limites —n <a<n; il est clair que la rotation d'angle x et la 
rotation d'angle —x sont identiques.) 
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Théorème de Desargues.— Théorème de Pappus-Pascal. — Théorème 
de Fano.— Principe de dualité. — Modèles du plan projectif. — Mo- 
dèles de la droite projective et de l’espace projectif. — Droite pro- 
jective complexe. 


En géométrie projective. il existe une relation entre les points 
et les droites qu’on appelle relation d'incidence (ou d'appartenance). 
On dit que le point À appartient à la droite d ou que la droite d 
passe par le point À, ou encore, pour souligner le caractère symétri- 
que de la relation, que le point À et la droite d sont incidents. 

Bien que pauvre de prime abord, cette relation permet d’énoncer 
et de démontrer des théorèmes ardus et élégants tels que le résultat 
connu de Desargues (qui fut le premier théorème de la géométrie 
projective). 

Théorème 1 (Desargues). Soient 1. 2, 3. 4, 5, 6 des points dis- 
tincts deux à deux tels que les droites 14, 25 et 36 soient incidentes 
à un même point distinct des points 1 à 6. Alors les points 13-46. 
39-62, 91-24 sont incidents à une même droite. 

Le symbole 13, 14, . . . désigne la droite passant par les points { 
et 3, 1 et 4, . .., et le symbole 13:46 est le point d’intersection des 
droites 13 et 46. Le théorème est faux dans le plan affine parce que 
deux droites de ce plan ne se coupent pas nécessairement. 

La démonstration du théorème de Desargues s'effectue au mieux 
(comme celle des autres théorèmes analogues) moyennant le modèle 
Po de la géométrie projective. Les points de F, sont des droites 
de l’espace qui passent par le point O. Chaque droite est déterminée 
par la donnée d’un vecteur directeur a défini à un facteur de pro- 
portionnalité près. On considère donc ces vecteurs directeurs et 
non les droites mêmes. En d'autres termes, les points du plan pro- 
jectif P, s'interprètent comme vecteurs non nuls dans l'espace, 
qu'on donne à un facteur de proportionnalité près. 

Les points de la droite passant par les points a et b s’écrivent 
ua + vb, où (nu, v) (0, O). 

Dans cet ordre d'idées. le théorème de Desargues prend la forme 
« vectorielle » suivante : 

Etant donnés les vecteurs de l'espace a,, a. az, a,, a,, a, non coli- 
néaires deux à deux, on suppose qu'il existe des nombres &;, &:, &@3, 
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a, &s, & non nuls tels que 
(1) Aay + Aa, = Lolo + Asa; —= C3a3 + Aa. 


Alors on trouve des quadruplets de nombres (f,, Bs, Be, Be). (Vs. Ys, 
Ve: Ve); (Ôs, Os 0, Ô,) contenant chacun au moins un nombre non 
nul pour lesquels on a les égalités 


Pia + Psas — Pia, + Poas, 
Ysas + Ysas = Vos + Yes, 
sa; + Oiar = Ooa, + a, 
et ces trois vecteurs sont coplanaires. 
C'est justement cet énoncé du théorème de Desargues que nous 
nous proposons de démontrer. 
Les vecteurs a, étant donnés à un facteur de proportionnalité 


près et tous les nombres «&;. étant non nuls, on remplace chaque a; 
par le vecteur œ;a;, et (1) se récrit 


a) + à — à: + à, — à; + a, 


d'où on tire de suite les égalités 


A1 — A3 = —A, + a, 
A3 — A5 — —Ag + A, 
As — A — —A2 + A. 


Du moment que 
(a1 — a3) + (as — as) + (a; — a,) = 0, 


le théorème se trouve démontré. (] 


Configuration de Desargues 
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La démonstration prend moins de place que l'énoncé! 
À part les points 1 à 6, le théorème de Desargues fait appel aux 
points 


14-25 = 14-36, 13-46, 35.62, 51-24. 


On les désigne (dans cet ordre) par 0, 7, 8, 9. Les dix points 0 à 9 
sont sur dix droites 


25, 37, 49, 06, 01, 19, 28, 64, 35, 78. 


Si on les désigne (dans cet ordre) par les chiffres 0, 1, 2. 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, le théorème de Desargues s’énonce comme suit: 

(*) Si chacun des points O à 8 est incident à la droite de même 
numéro, alors le point 9 et la droite 9 sont incidents. 

Ces 10 points et 10 droites forment la configuration de Desargues. 
Tout point de cette configuration est incident exactement à trois 
droites et toute droite l’est exactement à trois points. 

Deux triangles sont dits perspectifs si les droites qui passent par 
les sommets homologues concourent toutes les trois en un même point 
(centre de perspective). Dans la configuration de Desargues, ce sont 
par exemple les triangles 135 et 246 de centre de perspective 0. 
En termes de triangles perspectifs, le théorème de Desargues dit 
que les points d'intersection des côtés homologues des triangles perspectifs 
sont sur une même droite (dite droite arguésienne). 

On révèle par exploration des 10 points et des 10 droites de la 
configuration de Desargues qu'elle a la propriété remarquable de ne 
pas posséder de droites ni de points privilégiés: chaque point (resp. 
droite) est le centre de perspective (resp. droite arguésienne) d'un 
couple bien défini de triangles perspectifs. 


S + + 


Quand les triplets 1, 3, 5 et 2, 4, 6 sont colinéaires, le théorè- 
me devient trivial (les points 7, 8, 9 coïncident). On a en revanche 
le 

Théorème 2 (Pappus-Pascal). Soient 1, 2, 3, 4, 5, 6 des points 
distincts deux à deux. Si les points 1, 3, 5 sont incidents à une même 
droite et les points 2, 4, 6 sont incidents à une même droite (distincte 
de la première), aucun point n'étant sur les deux droites à la fois, alors 
les points 14-23, 45-36, 52-61 sont incidents à une même droite. 

Démonstration. Ce théorème s'énonce en termes de vecteurs: si 

1) les vecteurs a,, a, àa:, a,, as, as sont non colinéaires deux 
à deux, 

2) les vecteurs a,, as, as sont coplanaires ainsi que a, a,, a. 

3) chacun des a,, a:, as n'est pas coplanaire aux vecteurs a:, &, 
as, et chacun des a,, &, as n’est pas coplanaire aux vecteurs a,, a:, as, 
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alors les vecteurs a;. as, a, définis par les formules 
A7 — Pay + He — Veds + Vas, 
Ag — Hode + sas — Vidi + Vede, 
A — UMsaz + Meg — Ve, + Vsâs 


se trouvent dans un même plan. 
Soient es, €, € des vecteurs tels que 


A /\ A3 — €o /\ Er As À à, = €o /\ €: 

(voir propositions 2 et 3 de la leçon 7). Il est clair que e,, e;, es 
sont linéairement indépendants et que a... en sont combinaison 
linéaire. Le coefficient de e, (resp. e,) dans la relation linéaire entre 
les vecteurs a, as, as (resp. a+, a, ag) et €o, ©1, €e est nul et le 
coefficient de e, (resp. e;) non nul. Puisque les vecteurs a, sont 
donnés à la colinéarité près, on suppose sans restreindre la généra- 
lité que 

ay = Ajeo + ©1, 8e — kseo + €0, 

a3 — kseo + ©, à, — kieo + €», 

As — kseo na Es, A6 — kseo + €o, 


avec k:.4 des nombres. On porte ces expressions dans la formule 
pour a, et on a de suite 


az — (liki + ki) €o + Lier + Les = 
= (Voke + Vaks) €o + V3e1 + Ve. 


Les vecteurs e,, e,, e, étant linéairement indépendants, l'égalité 
a lieu si et seulement si dy — Vs, y — Vo et baks + Luiks = Voko + 
+ v343. Donc 


Ha (fi — ks) = pi (ke — À). 


Puisque a est donné à la colinéarité près, on estime que u, = k, — 
— k, (évidemment k, k,), donc p, = k; — k3. Ainsi 


a7 = [(ks — ki) ki + (ki — k3) kil eo + (ke — ki) © + 
+ (Ki — ks) €o = (Kike — kski)eo + 
+ (Ke — ki) e1 + (ki — ks) ee. 
On démontre de même les formules 
A8 = (hike — Ksks) eo + (ke — Ke) €1 + (ki — 5) e2, 
ag = (Ask — kiks) eo + (ki — ke) € + (3 — k5) €. 


Dans ce cas a; + a, — a, et les vecteurs az, as, a, sont dans un 
même plan. [ 
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Le théorème de Pappus-Pascal contient. avec les points 1 à 6, 
les points 7 = 14-23. 8 — 45-36, 9 — 52.61 et neuf droites 


69, 46, 27, 58, 13, 38, 14, 78, 25. 


Si on numérote ces droites (prises dans cet ordre) par les chiffres 1 
à 9. on aboutit à l'énoncé suivant du théorème considéré: 

(+) Si chacun des points 1 à 8 est incident à la droite de même 
numéro. alors le point 9 et la droite 9 sont incidents. 

On a le théorème de Desargues au numérotage des droites près! 
Il se trouve que tout un groupe de théorèmes, dits théorèmes de con- 
figuration. sont susceptibles de prendre la forme (*) (le nombre de 


Configuration de Pappus Théorème de Fano 


points et de droites étant en général autre que celui des cas considé- 
rés). Les théorèmes de Desargues et de Pappus-Pascal en sont les 
spécimens à la fois les plus importants et les plus simples. 

Le théorème de Pappus-Pascal donne lieu à une configuration 
formée de 9 points et de 9 droites, connue sous le nom de configura- 
tion de Pappus. Comme dans la configuration de Desargues, par 
tout point il passe ici trois droites, et toute droite contient trois 
points. On note de plus l'absence de droites et de points privilégiés. 

XX + + 


Voici un exemple de résultat de la géométrie projective qui 
n'est pas un théorème de configuration. 

Théorème 3 (Fano). Si les points 1, 2, 3, 4 ne sont pas coli- 
néaires trois à trois, alors les points 


12.34, 13-24, 14.23 


ne sont pas colinéaires. 
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Démonstration. Ï1] faut montrer que si trois quelconques des 
vecteurs 4j, 4. 83. a, ne sont pas coplanaires, il en est de même 
des vecteurs a. b, c 


= Qi + Dolls — Aa + Ali, 
= Pia + Psas = Peas + Pia, 
C — Vols + Vas = Via + Va. 


En effet. .on a par ces égalités 


© 


(2) 


Qi1 + Leds — Usas — Aa = 0, 
Pia — Pos + Paas — Pia, = 0, 
Vidi — Vols — Ysas + Va = 0. 


Comme a,, a. a, sont non coplanaires (i.e. linéairement indépen- 
dants) par hypothèse, ces égalités sont possibles si et seulement s’il 
y a proportionnalité de leurs coefficients. Ainsi, on trouve 4 Æ0 
et / 0 tels que 


Pi = ha, Be = —hkas, Pa — —kus, BP, — ka, 
Ya = la, Ye — —læ, Ys = las, Vs = —la. 


D'autre part, les premières égalités (2) signifient que les coordonnées 
des a, b, c dans la base a,, a+, a, sont 


(œ, Œo; 0), (B1- 0, Ps); (O, Ve Ys)- 
Comme | 
Œy @ 0 
PB OO Bsl= — Bis — Baye = —2kl (ixus) 0, 
CRE 


ces vecteurs ne sont pas coplanaires. [ 

Le chiffre 2 dans la dernière formule signifie que le théorème 
de Fano ne joue que si le corps de base K est de caractéristique -£2. 
Quant aux théorèmes de Desargues et de Pappus-Pascal, ils sont 


indépendants de K. 
+ % *% 


Si nous avons utilisé dans les démonstrations ci-dessus les vec- 
teurs, nous l’avons fait uniquement pour simplifier les calculs. On 
pourrait très bien se placer dans un système quelconque de coordon- 
nées projectives et répéter les mêmes raisonnements. 

On sait qu'en géométrie projective du plan les points et les 
droites jouent des rôles parfaitement symétriques. Analytiquement, 
la condition d'incidence 


(3) AX + BY +CZ =0 
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d’un point (ZX: Ÿ : Z) et d'une droite (4 : B: C) est complètement 
symétrique par rapport aux coordonnées du point et à celles de la 
droite. Si l’on associe à chaque point (resp. droite) une droite (resp. 
point) de mêmes coordonnées, la relation d'incidence entre points 
et droites reste entière : par exemple, les points incidents à une droite 
deviennent des droites incidentes au point associé à cette droite. 
Ainsi, on a établi le 

Principe de dualité dans le plan projectif. A foute proposition 
relative aux points, aux droites et aux relations d'incidence en corres- 
pond une autre que l’on déduit de la première en échangeant les mots 
« point » et « droite ». 

C'est la proposition duale (ou corrélative) de la première. 

Ce principe ne constitue pas un théorème de la géométrie projecti- 
ve parce qu'il parle des théorèmes et non des points et des droites. 

L'affirmation « deux points quelconques sont incidents à une 
même droite » a pour duale « deux droites quelconques sont inci- 
dentes à un même point ». On observe que la première est juste en 
géométrie affine tandis que la se- 
conde ne l’est pas. 

Un cas plus intéressant est le 
théorème dual du théorème de 
Pappus-Pascal. 

Théorème 4 (Pappus-Brianchon). 
Soient 1, 2, 3. 4, 5, 6 des droites 
distinctes deux à deux. Si les droi- 
tes 1, 3, 5 sont incidentes à un 
même point et les droites 2, 4. 6 sont 
incidentes à un même point (distinct 
du premier), aucune droite ne con- 
tenant les deux points à la fois, alors 
les droites 


14.23, 45-36, 52-61 


sont  incidentes à un même 

point. © 

Théorème de Pappus-Brianchon Ici, disons. 14 est le point où 
se coupent les droites 1 et 4 et 

14-23 la droite passant par les points 14 et 23. 

Comme le résultat de Pappus-Pascal, ce théorème dit qu'il 
existe une configuration. Chose remarquable, c'est encore la configu- 
ration de Pappus. 

En effet, le théorème dual de (+) coïncide évidemment avec cet 
énoncé (dont on dit qu’il est autodual). Le théorème de Pappus- 
Pascal garantit cette configuration à partir de deux triplets de 
points et celui de Pappus-Brianchon à partir de deux triplets de 
droites. O 
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De mème, le corrélatif du théorème de Desargues (qui non seule- 
ment ne coïncide pas avec celui-ci, mais encore en est la réciproque, 
résultat dont on se convainc facilement) garantit la configuration 
de Desargues avec 10 points et 10 droites. 

Le corrélatif du théorème de Fano dit qu'étant données quatre 


Théorème dual du théorème de Fano 


droites quelconques 1, 2, 3, 4 non passant trois à trois par un même 
point, les droites 12-34, 13-24, 14-23 (« diagonales généralisées du 
quadrilatère ») n’ont pas de point commun. 

+ #  *% 


Passons aux représentations sensibles des modèles du plan pro- 
jectif réel. 

Le modèle « dans le cercle » est un cercle dont les points diamétra- 
lement opposés sont identifiés (« collés »). Cette opération est mal- 
heureusement impossible dans l’espace de dimension 3 même pour 
un cercle en matière très élastique. Il en va autrement d'un cercle 
dans lequel on découpe un cercle plus petit. On obtient ainsi une 
couronne circulaire dont on identifie les points diamétralement 
opposés de la plus grande circonférence (v. au verso). 

Après avoir coupé la couronne suivant les rayons ab et cd, on 
obtient deux rectangles faciles à coller de façon voulue. Le rectangle 
résultant a ses deux côtés opposés confondus avec les bords des cou- 
pures. On effectue une torsion et on colle a contre a et d contre d. 
La surface gauche ainsi obtenue s'appelle ruban de Môbius. 

Le bord du ruban de Môbius est une circonférence (c’est le bord 
du cercle primitif découpé dans le plan projectif). Il suffit donc, pour 
obtenir de nouveau le plan projectif, de coller un cercle sur la cir- 
conférence frontière du ruban. Dans l’espace de dimension 3, on 
n’y arrive pas sans recoupement. Dans l’espace de dimension 4, 
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on choisit un point quelconque extérieur à l'espace 3-dimensionnel 
contenant le ruban de Môbius et on construit un cône de sommet 
ce point dont la circonférence de la base est la circonférence frontière 
du ruban. 

Les livres de mathématiques récréatives parlent volontiers des 


. à 
ï 


ad a 


QU, 
f, = 
d d 


Transformation du plan projectif « avec un trou » en le ruban de Môübius 


propriétés remarquables du ruban de Môbius (par exemple de sa 
propriété d’être une surface à face unique), si bien que nous nous 
dispensons de les décrire. 

+ à *% 


On n a aucune difficulté à se représenter intuitivement la droite 
projective (qui est l’espace projectif réel de dimension 1). Son modèle 
analogue au modèle « dans la gerbe » du plan projectif est un fais- 
ceau de droites du plan à centre en un point ©. Si l’on transforme 
la demi-circonférence de centre © en un segment, le modèle de la 
droite projective (qui soit un analogue du modèle « dans le cercle ») 
est un segment (i.e. « un cercle à 1 dimension ») aux extrémités 
identifiées. Par cette identification le segment devient une circon- 
férence. Ainsi, /e modèle de la droite projective est une circonférence. 

S'agissant de l'espace projectif (de dimension 3), l'analogue du 
modèle « dans le cercle » est le modèle « dans la boule ». Dans ce 
modèle, les points de l'espace projectif sont représentés par les 
points intérieurs à la boule et par les couples de points diamétrale- 
ment opposés de la sphère. 

Soit, par exemple, une boule de rayon x et soit © son centre. 
Tout point M = O0 définit bien la droite OM et le nombre &« — 
— | OM [,0 <a < 7. On associe à ce point une rotation d'angle & 
autour de l’axe OM dans le sens contraire aux aiguilles d'une montre 
(pour un observateur placé suivant OM dans la direction du vec- 
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teur OM) et au point O la transformation identique (la rotation 
d'angle 0). On conçoit qu'avec divers M de la boule, on effectue 
toutes les rotations possibles dans l’espace. Ceci étant, à deux points 
différents il correspond des rotations distinctes à condition qu'ils 
ne soient pas des points diamétralement opposés de la sphère (sinon 
on a une même rotation). 

On voit donc que le modèle de l’espace projectif de dimension 3 
est le groupe Rots (3) des rotations de l’espace. Ce groupe étant 


VA 


MT 


Modèle de la droite projective 


isomorphe au groupe SO (3) des matrices orthogonales unimodulaires, 
on dit que l'ensemble SO (3) des matrices orthogonales unimodulaires 
d'ordre 3 est un modèle de l’espace projectif réel de dimension 3. 

On voit en particulier que les matrices du groupe SO (3) sont 
paramétrées par les quadruplets (a°: a!: a*: a*) de nombres donnés 
à un facteur de proportionnalité près. Ce paramétrage s'effectue par 
des formules explicites très élégantes, mais le temps nous manque 


pour les écrire. 
k XX + 


Les espaces projectifs complexes CP" ne se prêtent à une inter- 
prétation intuitive analogue que pour r = 1 (car déjà * P* est de 
dimension réelle 4. ce qui exclut toute représentation sensible). 
Quant à la droite projective complexe { P!, elle est par définition 
l'ensemble de classes de proportionnalité (2: z,) des couples de 
nombres complexes (26, z,). Lorsque z, 0, chaque classe est ca- 


ractérisée de façon unique par le nombre complexe : = “+, et pour 
J 


Zo — 0 il existe une classe (0: {) et une seule. Avec la notation 
(0 : 1) = oc, le résultat s’énonce comme suit : le modèle de la droite 
projective complexe est l'ensemble € des nombres complexes auxquels 
on adjoint le symbole co. 

Chaque nombre complexe z = x + iy est représenté dans le plan 
(dans un système donné de coordonnées rectangulaires) par un point 
de coordonnées x, y. Aussi nous dirons que l’ensemble €. constitue 


256 LEÇON 28 


le plan des nombres complexes (l'appellation courante « plan com- 
plexe » nous paraît malheureuse car on donne également ce nom à un 
plan sur CU qui est de dimension 4 du point de vue « réel »). Le plan 
C+ formé par adjonction à ©: du symbole est dit fermé. 

Soit, sur la sphère S de l’espace tridimensionnel, un point W 
quelconque et soit le plan x tangent à S en le point diamétralement 
opposé. On définit pour tout 
point M = N de S la droite NM 
coupant nr. En faisant correspon- 
dre à M le point M” en lequel VM 
rencontre le plan x, on obtient 
la bijection M M” (projection 
stéréographique) de la sphère S pri- 
vée de V sur x. 

Si l'on assimile x au plan des 
nombres complexes on peut en 
particulier représenter les nom- 
bres complexes par les points de la 

Sphère riemannienne sphère privée de 4 seul. Si l’on fait 

correspondre à À le symbole oo, 

on établit une bijection entre les points du plan fermé C* et ceux 

de S$, ce qui explique le nom de sphère des nombres complexes (ou 
sphère de Riemann) qu’on donne à C+. 

Ainsi, la sphère constitue un modèle de la droite projective complexe. 
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Transformations homographiques.— Transformations linéaires. — In- 
version. — Inversion et homographies.— Deux propriétés des trans- 
formations homographiques.— Points fixes des transformations homo- 
graphiques. — Homographies paraboliques, elliptiques, hyperboliques 
et loxodromiques.— Théorème de trois points. — Multiplicateur d’une 
transformation homographique non parabolique.— Classification des 
homographies. — Formules de la projection stéréographique.— Rota- 
tions de la sphère en tant que transformations homographiques du 
plan.— Déplacement ramenant un cube sur lui-même. 


Quels que soient les nombres complexes a, b, c, d vérifiant la 
relation 


a b 
A — ad— bc, 
la formule 
(1 = a 
définit la transformation z+-+ w du plan fermé C+ en lui-même. 
(Par définition, w = _ pour z = © et w = © pour z = —<; 


en particulier, si c = 0, alors w — œ pour z = co.) 

Définition 1. Les transformations C+—>C- de la forme (1) 
s appellent les transformations homographiques. 

Elles sont étroitement liées avec les transformations projectives 
de la droite CP!. En effet, toute transformation CP" — CP” étant 
définie par égalité des coordonnées projectives est déterminée en 
coordonnées projectives homogènes par les mêmes formules qu’une 
transformation des coordonnées projectives (voir leçon 27), 
par les égalités (4) de la leçon 26. Pour r = 1, elles s'écrivent aux 
notations près 


c d 
a b 


si bien qu'en passant aux coordonnées non homogènes z = < 


PL) — CZo + d31, 
PW, = 420 + bzs, 


+ 


où Æ0, 


9 


W —= L , on obtient la transformation (1). Ainsi, Les transformations 


homographiques (1) ne sont rien d'autre que les transformations pro- 
jectives de la droite projective complexe représentée par C+. O 

Il est clair que les transformations homographiques forment un 
groupe, i.e. le produit de deux transformations homographiques 
est une transformation homographique, ainsi que l'inverse d’une 
transformation homographique. Ceci étant, l'inverse de (1) se définit 
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par 


Conformément aux résultats antérieurs, le groupe des transforma- 
tions homographiques est isomorphe au groupe Proj (1; €). 

Le fait de multiplier tous les coefficients a, b, c, d par un 
même p = 0 conserve la transformation (1), si bien que toute homo- 
graphie prend la forme (1) sous la condition supplémentaire 


ad — bc = 1. 


Cette écriture sera dite rzormée. Chaque transformation homogra- 
phique admet deux écritures normées qui sont réductibles l'une 
à l’autre en multipliant tous les coefficients par —1. 

* + + 


Pour a=d=1i, c=0, on a 
(2) w = 3 + b. 


Si le nombre complexe b = b, + ib, s'interprète comme vecteur 
(de coordonnées b,, b.), cette transformation est une translation de 
vecteur 6. 

Soit d = 1, b = c = 0, auquel cas 


(3) W = az. 

Cette transformation s'écrit pour | a | = À, i.e. pour 
a = COS & + i sin & 

(ou encore a = eï“): 

(4) w = eiñz. 


C’est une rotation d'angle & (pour l’affirmer, il suffit d'écrire (4) en 
coordonnées rectangulaires zx = Rez et y = Imz). Quand a — 
— r > 0 est réel positif, la transformation (3) est une homothétie 
de rapport r. Dans le cas général a = reït, la transformation (3) 
est la composée d’une rotation d'angle &« = arg a et d’une homothé- 
tie de rapport r = |a |. 

Les transformations (2) et (3) sont deux cas particuliers des 
homographies 


() w = az + b 


obtenues pour c = 0 et d = 1. Ces transformations sont dites Li- 
néaires. 

Chaque transformation linéaire se ramène à la translation (2) 
suivie de (3). En particulier, on a pour | a | = 1 un déplacement 
{inversément, tout déplacement du plan est la transformation li- 


LEÇON 29 259 


néaire (5), où | a | = 1). Il en résulte que les transformations linéaires 
sont exactement les similitudes. O 
On observe que l'écriture (5) n'est pas normée (pour a =£ 1). 
XX *X + 


Soient T7 une circonférence quelconque de rayon R et À, le 


Points symétriques par rapport à la circonférence 


centre de 7. On dit des points À et N (distincts de À7,) qu'ils sont 
symétriques par rapport à T si 

a) ils sont sur une même demi-droite issue de M, ; 

b) on a l'égalité 


IMMIIMNI= RE. 


Le point M, est par définition le symétrique du point co. 

Si M,, M et N sont repérés par les nombres complexes 24, z 
et w, alors on a au lieu de a) et b): 

a) les nombres z — z, et w — z, sont de même argument : 


arg (2 — Zo) — arg (4 — 20); 


b) leurs modules vérifient l'égalité 


[2— 20 ll w —209 | = R*. 
D'après b), les nombres complexes w — z, et — ont même 
2 — 20 
module, et il y a égalité des arguments par a). Donc 
R° 
(6) D— 3, = ——— 
2— 20 


Ainsi, les points figuratifs des nombres complexes z et w (ou les 
points z et w tout court) sont symétriques par rapport à une circon- 
férence de rayon R et de centre z, si et seulement si l’on a l'égali- 
té (6). | 

On peut dire que la formule (6) détermine une transformation 
z— w du plan fermé C*. 


17% 
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Définition 2. La transformation (6) du plan C* qui change 
tout point z en w qui est son symétrique par rapport à la circonfé- 
rence 7, s'appelle l’inversion par rapport à T. 

Le centre M, est dans cette transformation changé en le point 


et vice versa. 
à + + 


Dans le cas particulier de T circonférence unité (de rayon 1 et 
de centre z, = 0), la formule (6) s’écrit 


qui entraîne que son produit par z— z est la transformation homo- 
graphique 
(8) = 

La transformation z—+ z est une symétrie par rapport à l'axe 
des abscisses y = 0. Ainsi, la transformation homographique (8) 
se ramène à une symétrie par rapport à une droite suivie d’une inver- 
sion par rapport à une circonférence. 

En théorie des transformations homographiques, il y a intérêt 
à assimiler les droites à des circonférences. La raison analytique 
formelle en est la propriété de l'équation 


(9) E (+ y) + Az + By+C=0 


de donner pour £ 0 (et pour 4° + B* >> 4EC) une circonférence 
et pour £ = 0 une droite. On dit donc naturellement d'une symétrie 
par rapport à une droite que c'est une inversion par rapport à cette 
droite et que la transformation homographique (8) est la composée 
de deux inversions. ([ 

L'inversion par rapport à la circonférence de rayon R et de centre 
z0 = Ô est donnée par 


R° 


et le résultat de sa composition avec (7) par 
w — R°z, 


ie. c'est une homothétie de rapport R*. Tout nombre réel positif 
pouvant être mis sous forme de R*°, on vient de démontrer en parti- 
culier que toute homothétie est le produit de deux inversions. O 

Il est déjà apparu (voir leçon 27) que tout déplacement du plan 
est le produit de deux inversions (de deux symétries par rapport 
à des droites). Par conséquent, toute transformation linéaire (toute 
similitude) est le produit de quatre inversions. [ 
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La formule 

2+b 2 _ 1 

cc+d oc c(cz+d) 

(on suppose que ad — bc — 1) montre qu'avec c 0, la transforma- 
tion homographique (1) se ramène à la transformation linéaire z— 


> cz + d, suivie de z+> — et de la transformation linéaire 


zZ— — Lz + — . Cela démontre, compte tenu des résultats précé- 


dents, la 
Proposition 1. Toute transformation homographique est le produit 
d'un nombre pair d’inversions. = 
+ + * 


Comme 


22 — 2 2 = — À 
Cou ENS TT 
l'équation (9) de la circonférence (ou de la droite) se met sous forme 


Et (HE) +8 (SE) +00 


i.e. 
(10) Ezz+ Pz+ P:+C=0, 
avec E et C des nombres réels et P — + — te un nombre complexe. 


La transformation (8) change cette circonférence en la courbe 
d'équation 
E+Pz+P:+Cz:=0, 


i.e. en une autre circonférence (qui est une droite si € — 0). Toute 
transformation homographique est, on l’a dit, ou bien une transfor- 
mation linéaire, i.e. une similitude (qui transforme nécessairement 
toute circonférence en une circonférence), ou bien la composée de (8) 
et de deux transformations linéaires de sorte que toute {ransforma- 
tion homographique change une circonférence ou une droite en une cir- 
conférence ou une droite. [] 

Cette propriété des transformations homographiques est connue 
sous le nom de caractère circulaire. 

Comme toute inversion (6) diffère d'une transformation homo- 
graphique par une symétrie, toute inversion présente le caractère 
circulaire. 

Lemme 1. Deux circonférences (ou deux droites) 


(11) E (x + y?) + 4z + By +C =0 
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tŸ 
er) 
t9 


el 
(12) E; (° + y°) + Aix + By + C1 = 0 
sont orthogonales (se coupent à angle droit) si et seulement si 


Démonstration. Si E 0, la circonférence (11) est centrée en 


y _ A+ B°—4EC 
(14) HP pa 
De même, le centre de la circonférence (12) est repéré pour £, + 0 
4 Bi et R° se définit 
par — 2E; — 2E,? e Se uelinit par 
2 __ Ait Bî—4Ec, 


D'autre part, on établit par des raisonnements géométriques élé- 
mentaires qu’une condition nécessaire et suffisante d'orthogonalité 
des circonférences (11) et (12) est que la somme A° + R° des carrés 
de leurs rayons soit égale au carré de la distance entre les centres: 
3 2 __f À A, \: B B, \° 
RER) + (55 -h) | 
On y porte les relations (14), (15) et on obtient la condition (13) à 
force d'effectuer certaines simplifications. 
Si Æ, = 0, i.e. si la circonférence (12) est en réalité la droite 
A,z + By + C; = 0, l’orthogonalité de cette droite et de la cir- 
conférence (11) signifie que la droite passe par le centre de (11), i.e. 


A, (—-5)+8(-5)+0c=0. 


Des simplifications conduisent de nouveau à la condition (13) (avec 
E;, = 0) 


Soit, enfin, £ = Oet E, = 0. La condition (13) devient AA, + 
+ BB, = 0, condition connue de perpendicularité de deux droi- 
tes. 

Si les équations (11) et (12) prennent la forme (10) 


Ezz + Pz+ Pz+C—0 
et 
Ezz+ P,z+P,:,+C;=0, 
la condition (13) devient 
(16) PP,+ PP,= EC, + E.C. 
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La transformation (8) change, on l’a montré, la circonférence (11) 
en une circonférence telle que les coefficients £ et C soient échangés 
et P soit remplacé par son complexe conjugué P. 

Ce changement de coefficients est symbolisé par 


(17) EC, CæE, P=P. 
De même, : 
(18) E,=C,, Ci=E;,, P,=P, 


pour la circonférence (12). Il est clair que (17) et (18) laissent inva- 
riante la relation (16) (elle se transforme en elle-même). Ainsi, la 
transformation homographique (8) conserve l’orthogonalité de cir- 
conférences, i.e. elle change les circonférences orthogonales en des 
circonférences orthogonales. 

Puisque toute homographie est le produit de transformations 
linéaires et de (8), il s'ensuit que l'orthogonalité de circonférences est 
conservée par toute transformation homographique (car les transforma- 
tions linéaires étant des similitudes jouissent de cette propriété). [] 

Remarque. En fait, les transformations homographiques conser- 
vent tous les angles (et non seulement les angles droits) et sont 
des transformations conformes (la démonstration de cette propriété 
dépasse le cadre de cet ouvrage). 

Lé théorème de géométrie élémentaire qui porte sur le carré 
de la-longueur de la tangente à une circonférence entraîne de suite 
que deux points M.et N sont symétriques par rapport à la circonfé- 
rence 7 si et seulement si toute circonférence passant par .M et N 
est orthogonale à T. L’affirmation reste évidemment valable pour T 
une droite. Puisque toute transformation homographique ® change 
les circonférences (resp. droites) orthogonales en des circonférences 
(resp. droites) orthogonales, il en résulte que. {les points M et N 
symétriques par rapport à une circonférence T quelconque deviennent 
par chaque ® les points M" = ®O (M).et N° = ® (N) symétriques 
par rapport.à la circonférence..T' = O (T) © 

+ + + 


Les points conservés par la transformation homographique (1) 
en sont les points fixes. Les points fixes sont définis à partir de 
l'équation 

az tb 


cz+d ? 


le. à partir de 
(19) c + (d—a)z—b= 0. 


Puisqu'une équation du deuxième degré a au plus deux racines, 


on en tire qu'une transformation homographique non identique possède 
au plus deux points fixes. [ 
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On a par suite de la condition de normalisation ad — bc = 1: 
(d — a)° + 4bc = (a + dÿ° — 4, 
si bien que les points fires de (1) normée se définissent par la formule 


. _a—d+V(a+dÿ—4 
(20) a  — _— 


Soit c — O (cas d’une transformation linéaire). Les points fixes 
sont œ et - (celui-ci est également oo pour d = a, i.e. pour 


une translation). 
® + * 


Une homographie possédant un seul point fixe est dite paraboli- 
que. La formule (20) entraîne que la transformation (1) normée est 
parabolique si et seulement si le nombre a + d est réel et = +2. 0 

Les transformations paraboliques avec point fixe oœ sont des 
translations et ces transformations seulement. 

Supposons que (1) a deux points fixes z, et z, et soient &# la famille 
de circonférences passant par z,, z. et & la famille de circonférences 


< 2 0e 


ASE a 


Transformation parabolique à point fixe fini. La transformation des zones 
hachurées s'effectue dans la direction des flèches 


orthogonales à tous les éléments de &#. Le caractère circulaire des 
transformations homographiques entraîne de suite que (1) change 
toute circonférence de &# en une circonférence de la même famille. 
Cette transformation conservant l’'orthogonalité des circonférences 
remplace chaque élément de G# par un élément de &. 

I1 se peut que chaque circonférence de “# devienne par (1) elle- 
même, i.e. tout point de la circonférence se transforme en son autre 
point (en général distinct du premier). On dit dans ce cas que la 
transformation homographique est elliptique. Dans la transforma- 
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tion elliptique chaque point se déplace suivant la circonférence € 
à laquelle il appartient. 


Un exemple en est la rotation ayant 0 et o pour points fixes. 


d © 7 Pr 
> DD Y Don 

NE RUE AT 7 2 / 

CAE ET É 


> 


DL 


Transformation elliptique à points fixes finis 


La famille € est formée de circonférences concentriques centrées 
en O et la famille :# de droites passant par 0. 

La transformation (1) est kyperbolique si elle change chaque cir- 
conférence de -# en elle-même, ainsi que chaque arc que les points 
fixes déterminent sur les circonférences de la famille. 

L'homothétie w — az, a > 0, avec points fixes O0 et en est 


\ EE A NA 


g/, 
, 12. sl SN 
ce 


D = 


Transformation hyperbolique à points fixes finis 


un exemple. Les familles € et #° sont ici les mêmes que dans le cas 
de la rotation w = eï“z. 

Une transformation homographique à deux points fixes n’est 
en général pas ni hyperbolique ni elliptique, mais loxodromique. 
Tel est par exemple le produit d’une homographie hyperbolique et 
18—01070 
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d’une homographie elliptique à mêmes points fixes (par exemple 
le produit d’une homothétie et d’une rotation). 

Proposition 2. Pour deux triplets quelconques (z,, Z:, z3) et 
(w,, w,, w:) de points distincts du plan C* il existe une homographie 
O unique qui transforme le premier triplet en le second. 

Démonstration. L'unicité de ® est évidente. En effet, s’il existe 
une autre transformation homographique Ÿ qui change (z,, 2:, 2:) 
en (w,, We, Ws), alors la transformation W-!° © laisse invariants 
trois points 2], Ze, Z3, Ce qui ne peut avoir lieu, on le sait, pour une 
transformation homographique non identique. 

Il suffit de démontrer l’existence pour le cas particulier 
(w,, w:, w3) = (0, oo, 1) parce que W-!: O transforme (z,, 2, 23) 
en (w,, w,, w;) dès que ® change (2, Z:+, z3) en (0, oc, 1) et 
(w,, w,, w:) devient dans Ÿ le triplet (0, oo, 1). 

D'autre part, il est immédiat de trouver l'homographie 
(Z1» Ze Z3) + (0, oo, 1). Dans cette transformation le numérateur 
s’annule pour z = z,, le dénominateur l’est pour z = z,, et ils pren- 
nent des valeurs identiques pour z = 24. Il est clair que c'est la 
transformation 


(21) ad be 
qui remplit ces conditions. O] 


Remarque 1. Dans la formule (21), les points z,, z:, z, sont 
supposés finis (distincts de oc). Quand z, = , on pose 


et, de même, 


pour Z:— 00, 


w — pour Z3— ©. 
Chacune de ces formules s'obtient de (21) en chassant deux facteurs 
en oo. 

Remarque 2. La démonstration ci-dessus permet d'écrire di- 
rectement la relation entre z et w. Cette relation est évidemment 
de la forme 


D — Woo Wa—W; 2 — 29 23 — 21 


Pour expliciter (1), on résout cette équation par rapport à w. 

On conçoit que si l’un des 2,, Z:, Z3 OU W,, W,, w, est co, on 
modifie (22) en conformité avec la remarque 1. 

La formule (22) s’interprète comme relation entre deux quadru- 
plets (2, Ze, 23, z) et (w,, w:, w:, w) de points du plan C*, rela- 
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tion qui, quand elle est vérifiée, permet de transformer le premier 
en le second par une homographie (unique par la proposition 2). 
Pour unifier les notations, on désigne z par z,, w et w,, et on intro- 
duit le nombre 


appelé le birapport des points 21, Z:, Z3, %,. On a la 
Proposition 3. Quatre points 21, Z:, 25, z, du plan C* deviennent 
par une transformation homographique les points w,, w:, ws, w, 
si et seulement s’il y a égalité de leurs birapports. O 
*X *% *% 


Fort de ces résultats, on écrit la formule générale de l’homogra- 
phie ® à points fixes z,, z. donnés. En effet, soient z; un point 
quelconque distinct de z,, z, et w,; = © (z;). On définit ® comme 
étant une transformation homographique qui change (z,, z:, 23) 
en (2j; Z+, W:), donc par la formule 


W— 5 Was __ 251 a 22 
D — a WUg— 2] 2 —— 59 23" — 1! 
On pose 
Wa — à Zn — Sa 
(23) K — EL = = =, 
PRE Wa ta 2321 
il vient 
‘ ÜÙ — à — 
(24) 1 ee Î | 
D — 2a 5 — So 


C'est la formule générale pour l'homographie ® à points fixes z,, 2. 
(distincts de oo; si, disons, z, — ©, on a w— z, — K (2 — z,)). 
Le nombre X de la formule (24) s'appelle le multiplicateur de la 
transformation homographique ® (à deux points fixes, i.e. © est 
non parabolique). Îl peut être tout nombre complexe (non nul). 
Pour interpréter la formule (24) on introduit l'homographie 


2— 2 


Q: 5 


et l’'homographie 


(25) K : z2- Xz, 
auquel cas (24) est équivalente à l'égalité 

QoD—=Ko 0Q, 
i.e. à 


D—=Q-15Ko00Q 


qui a l'interprétation suivante en termes de la théorie des groupes: 


O est conjuguée de K dans le groupe des homographies (dans la 
transformation ()). 


18* 
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La transformation Q envoie les points z,, z en Ü et œ respecti- 
vement, elle change les circonférences de :# en droites passant par 0 
et les circonférences de €# en circonférences concentriques de centre 0. 
La transformation K fait les points se déplacer suivant ces droites 
et échange les circonférences (cas À => 0) ou fait chaque point se 
déplacer suivant les circonférences tout en échangeant les droites 
(cas | À | = 1). Les droites se transforment par Q-'en des circonfé- 
rences de -# et les circonférences concentriques en des circonférences 
de #. Si K > 0, la transformation © fait donc les points du plan 
se déplacer suivant les circonférences de “# et échange celles de la 
famille c# (c'est donc une transformation hyperbolique), tandis 
qu’elle est elliptique pour | À | = { (elle fait les points du plan 
se déplacer suivant les circonférences de €# et échange celles de la 
famille #). Pour À non réel et | K | Æ 1, © est loxodromique. 

On dira en abrégé que quelles que soient les homographies Q et K, 
la transformation Q! 0 K o Q est en fait du type K. On se rappelle 
de plus que la transformation (25) est hyperbolique ou elliptique 
selon que À >> 0 ou | À | = 1 et qu'elle est loxodromique pour tous 
les X restants. 

Il nous reste à calculer directement le multiplicateur À moyen- 
nant la formule (1) (supposée normée) de l’homographie ®. On utilise 
la formule (23) dans le cas où :3 = œ, donc &, = a/c (il est clair 
que le premier membre est indépendant de z:). Selon (23), 


K — =, 
a—c29? 


Z1. Z2 étant les racines (20) de l'équation du deuxième degré (19). 
D'après les formules de Viète, 


d— b 
tas, mu, 
donc 
e 2 F d—a)* + 2b 
paie (cr) — 27,5 = LT =, 
si bien que 
G— CZ, | A—Cia _(a—cz,) +(a—cz2) 
R+ = +R = per — 
— °° iac (z1+ 2e) + c* (25 + 55) a+ 2a(d—a)+(d—a)+ 2bc 
a*—ac(=1 +22) + C°512e — a®Ha(d—a)—bc . 
d)°—2 (ad —b : 
_ (a+ = Ce c) — (a+d)?—2 


Ainsi, Le multiplicateur K est racine de l'équation du deuxième degré 
(26) K+=(a+d-2 D 
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(On observe que À d’une homographie à deux points fixes dépend 
de la numérotation des points et qu’il devient X-! par un réarrange- 
ment. Aussi l’équation (26) admet deux racines, à savoir X et X-!.) 


* % + 


L'équation (26) entraîne de suite (il suffit d'écrire ses racines 
sous forme explicite) que Æ est réel positif (et, partant, (1) est une 
transformation hyperbolique) si et seulement si a + d est réel et 
[a+ d|> 2. De même, | À | = 1 (et, partant, ({) est une transfor- 
mation elliptique) si et seulement si a + d est réel et | a + d | 2. 
Aussi la condition « a + d est non réel » est nécessaire et suffisante 
pour que (1) soit une homographie loxodromique (on rappelle qu'avec 
Ja + d| = 2, on n'est plus dans la classe d’homographies à deux 
points fixes du moment que les transformations correspondantes 
sont paraboliques, i.e. elles possèdent un point fixe unique). 

Ainsi, on énonce finalement le 

Théorème 5 (classification des transformations homographiques). 
La transformation homographique normée 


__ az+d 

7 cz+d 
n'est pas lorodromique si et seulement si le nombre a + d est réel. 
Sous cette hypothèse, une condition nécessaire et suffisante pour qu'elle 
soit hyperbolique, parabolique ou elliptique est respectivement |a+ d1> 
>2,|a+d]=2, |a+d|<2.0 


+ + + 


Avant de passer à un autre sujet, nous voulons décrire une classe 
intéressante de transformations homographiques. On cherche au 
préalable les formules explicites pour la projection stéréographique 
d’une sphère S sur le plan C*. 

Soit S la sphère unité définie en coordonnées rectangulaires Ë, 
n, & par l'équation 


E+n+t=t1 


(les notations usuelles z, y, z sont à rejeter car le symbole z désigne 
les nombres complexes). On prend pour plan de projection identifié 
avec le plan C* des nombres complexes z = x + iy le plan équato- 
rial & = 0 de S$ (ce qui équivaut à adjoindre une homothétie de 
rapport 1/2). Le pôle N de la projection stéréographique se confond 
avec le point (0, O0, 1). La droite V M passant par N et par un point 
arbitraire M (£, n, ©) de S a pour équations canoniques 

(27) Le 
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(les coordonnées courantes des points de la droite sont désignées 


par X, Ÿ, Z). Elle coupe donc le plan de projection en (. 


F1: 0) , Ce qui veut dire que la projection stéréographique 
transforme le point M (E, n, €) en le point 


(28) D Pr" 


1—$0 1—€ 


du plan C* (on pose naturellement z = œ pour & = 0, n = 0, 
1 


Soient M®% (—E, —n, —Ë) le point diamétralement opposé à 
M (8, n, 6) et z* le point correspondant de C*. On a 


+ _ Erin 
(29) 2" = — er 
donc 
22 — Su nl = —1 
1—& 
Inversement, soit z*z — —1 et z défini par (28). Alors z* vérifie 


la relation (29). Ainsi, Les points z et z* du plan ©* sont les images des 
points antipodes de la sphère dans la projection stéréographique si et 
seulement si 


(30) = + 0 


Soit © une rotation quelconque de la sphère S. La projection 
stéréographique IL: S —— C* donne l'homographie O = Ile Z © [-* 
du plan C* dont nous dirons qu’elle représente Z dans C+. Comme 
la rotation © est une transformation de points diamétralement 
opposés à points diamétralement opposés, l’'homographie ® change 
des points reliés par (30) en des points reliés par (30). Autrement 
dit. étant donnée ® définie par la formule (normée) (1), deux points 


z et z* quelconques tels que z*z —= —1 vérifient la relation 


CEE) (EE) = 1 


i.e. on a identiquement en z 


{ a—bz \ az tb soi 
ÙÜco—dz | | 
égalité équivalente à 


(a — bz) (az + b)+ (c — dz) (cz + d) = 0. 
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La chose n'est possible que si tous les coefficients sont nuls, i.e. si 
ab+cd=0, aa—bb+cc—dd=0, ba+dc=—0. 


La première (et la troisième) relation signifie qu'il existe À 0 
pour lequel d — Aa et b — —Ac. La deuxième relation prend donc 
la forme (1 — À) (aa - + cc) = 0. Vu que aa x ce > 0, cette égalité 
n'a lieu que si { — AÀ = 0, i.e. si | À | — 

D'autre part, la condition de LA ferai ad — bc = À est 


maintenant équivalente à À (aa + cc) = 1, d’où il vient, en particu- 
lier, le caractère réel et positif de À. Aussi À = 1, donc d = a, 
b — —c. Ainsi, la transformation homographique du plan C*, qui 
représente la rotation de la sphère, est définie par la formule 


{31) L — , où aatcc=i. 
ca 

Ici a+ d=2Rea est réel. Si cÆ0, alors | a | — aa — 
— 1— cc <1Â, donc |Rea|<la| <1, et si ImaZO0, alors 
|Rea| <|a|<'1,si bien qu’on a dans les deux cas | Re a | <1, 
donc | a + d | <2. Du moment que (31) est l'identité pour c = 0 
et Im a = 0, on vient d'établir l’ellipticité de toute transformation 
(31) non identique. O 

Le multiplicateur Æ est donc de la forme eï*. On montre (le soin 
en est laissé au lecteur) que l'angle 8 se confond avec l’angle dont 
on a fait tourner la sphère au départ. 

Remarque. La façon dont on a établi la formule (31) pèche par 
un défaut majeur: on a implicitement supposé (sans le démontrer) 
que la transformation ® = ITo Z © II-! de C*, représentation de la 
rotation À, est une homographie. La démonstration est suffisamment 
laborieuse pour que nous nous bornions à en donner les grandes 
lignes. 

On vérifie de suite que la projection stéréographique IT projette 
chaque circonférence de la sphère en une circonférence (ou une droite) 
du plan. Puisque la rotation À change évidemment les circonférences 
en circonférences, il en découle le caractère circulaire de ®. On se 
propose donc de démontrer que toute transformation (bijective) O 
du plan C*+ sur lui-même présentant le caractère circulaire est une 
homographie. (Nous disons d'avance que cette affirmation est fausse, 
donc impossible à démontrer.) 

Supposons que le point œ devient par ® le point z, et considérons 
une homographie (2 quelconque qui réalise la transformation inverse. 
Dans ce cas, Ÿ — Q © D conservant le caractère circulaire laisse 
invariant le point co. Il suffit donc de se borner à W: C*—C+ 
à point fixe © qui jouit de la propriété indiquée. Puisque Y (o) — 
= ©, on l'interprète comme transformation du plan € (sans le 
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point co). D'autre part, les droites du plan C* sont exactement les 
circonférences passant par oc, si bien qu'elles deviennent par Y 
des droites. Ainsi, il existe dans le plan non fermé une transforma- 
tion de droites à droites. On sait (voir remarque 1 de la leçon 27) 
que c'est nécessairement une transformation affine. Dans le plan 
sans point œ la transformation W est donc une transformation affine 
ayant le caractère circulaire. On conçoit qu’elle est nécessairement 
orthogonale, i.e. c'est ou un déplacement (cas I) ou un déplacement 
suivi d'une symétrie (cas II). Le cas I est évident du moment que 
tout déplacement constitue, on l’a démontré, une transformation 
homographique (voire linéaire). Le cas II révèle au contraire la 


fausseté de l'affirmation énoncée car la symétrie z-> z n'est pas 
une homogsraphie. 

Pour venir à bout de cette difficulté, il faut savoir discerner les 
homographies d'avec les transformations du type symétrie. Le fait 
est qu'on définit bien, dans la classe de transformations à caractère 
circulaire, la sous-classe de transformations conservant l'orientation 
(on ne l’a fait jusqu'à présent que pour les transformations affines), 
de sorte qu’en se limitant à cette sous-classe on exclut automatique- 
ment le cas II. 

Ainsi, toute transformation du plan C* qui présente le caractère 
circulaire et conserve l'orientation est une homographie. Q 

La formule (31) se trouve complètement démontrée si l’on établit 
la propriété, pour ® = Ile £ °I1-l, de conserver l'orientation. 
Or, on le vérifie automatiquement. 


* + x 


Toute rotation de la sphère laisse invariants les points d'inter- 
section de l’axe de rotation et de la sphère. Nous les appellerons les 
pôles de la rotation. 

Ce sont des points diamétralement opposés de la sphère, si bien 
que leurs images par la projection stéréographique sont reliées 
par (30). Comme ces images sont les points fixes de l’homographie 
qui représente la rotation donnée, les transformations homogra- 
phiques représentant les rotations de la sphère sont caractérisées 


* 


de façon unique comme transformations elliptiques à points fixes 
Z1, —Z;'. Les formules correspondantes s’écrivent 
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La résolution en w fournit 


(32) = EH 51) + (AK) 2 AAA OK ei, 
(1— K) 2124 (4+Kz2) | 


Comme la formule (31), cette formule donne les homographies gené- 
rales du plan fermé qui représentent les rotations de la sphere. 
L’argument 6 de Æ est l’angle de la rotation associée et le nombre z, 
l’image de l’un des pôles. Avec le pôle diamétralement opposé, 
l'angle 6 change de signe. 

La formule (32) n'est pas normée. Puisque 


(K+ 22) (+ Kzzs) — (1 — K)° 212 = 
= A+) K=(1+23)2e8, 
on obtient l'écriture normée en multipliant tous les coefficients de 
a 


(32) par À = (1 + z,z)! 2 
On déduit donc (31) de (32) en posant 


a—À(K+z3), c=A(1—K)z. 


Dans la pratique, la formule (32) s'avère plus commode. 

Soit, par exemple, une rotation autour de l’axe des abscisses. 
Ses pôles sont les points (+1, 0, 0) qui se projettent en +1 dw 
plan fermé. On utilise donc la formule (32) en posant z, = 1. Par 
conséquent, l’homographie qui représente la rotation 6 de la sphère 
autour de l’axe des abscisses est donnée par 


AHA)SH AK) ie 


D AK): FAT R) : 


On multiplie le numérateur et le dénominateur par Le 2, on 


pose « = et on utilise les formules d'Euler 
et Leria . elt—eria 


cos a — 5 ; 


il vient la formule normée 


COS Œ-ez—i Sin &Œ 


D = — 
—isinœ-z+cosc 


de cette homographie. Si &« = x/4, x/2, 3x/4, i.e. 0 — x/2, x, 3x/2, 
les transformations s’écrivent 


(33) w = ——i 


z+i 
: iz+ 1 


ta | = 


respectivement. 
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Si la rotation s'effectue autour de l’axe des ordonnées, on pose 
dans (32) z, = à (ou z, = —i), et l’homographie correspondante est 
définie par 

A+K)z2+({—K)i i 
DE GRR Te 
donc par 
cos «-: + sin & 


= —, 0La<r, 


—sinc-:+cosa ? 


.8 
(formule obtenue en multipliant par et) , où æ=86/2. Si a = 


— 1/4, 5/2, 3/4, i.e. 0 — x/2, x, 3x/2, les transformations sont 
ati 1  :—1 
(34) D dans 2° 211: 


Dans la rotation autour de l’axe des cotes. l’homographie associée 
a les points fixes O et oo. C’est donc la rotation 


w = eïi0z 


du plan fermé. Aux valeurs 6 = x/2, x, 3x/2 il correspond les trans- 
formations 


(35) W — iz, —Z, —iz. 
Prenons pour axe de rotation la bissectrice du premier octant 
1 1 1 ) 

V3’ V3 vy3 


. Si À est quelconque, la formule (32) donne lieu à une 


qui coupe la sphère au point ( 


rt 
y 3—1 


expression lourde et peu élégante. Dans le cas 6 = 27/3 (ie. K — 
= 3 3) 1/3 a 
= Hs A AIR SES 6 eton obtient W — 


. On a z,= 


— ): on simplifie par 
2+1  _. 2+1 


cd PET EL T dans le cas 6 noue (ie. K _ eve ] , 
on a, après avoir simplifié par GHVIVIIVS la formule 


w = + . Ainsi, 

; .z:+1 s+i 
190) RE  — 

On traite de même le cas où l'axe de rotation coupe la sphère au 
point (———, _— ——). On az; ee. et les trans- 

V3 y3 y 3 v°3—1 
-  : » __—1+iy3 

formations sont définies pour À == v par 
(37) pe, je 


2+1° 
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£ is à 1 | 1 
Lorsque les points d'intersection sont [——, ——— = 
F P | | (7 EX 73) 
(7 V3 on , on a pour le même X 
__ 2—i +1 
(38) ds z+i”? 173 
et 
z—i . z—1 
(39) AT TR SU 2h 
respectivement. 


Soit maintenant une rotation autour de la bissectrice du premier 


quadrant du plan E—0, qui coupe la sphère en (0, LÉ 3) , 


auquel cas z, = LEE La transformation se définit pour 86 — x, 
ie. pour À — —1, par la formule 
(40) Det. 


z —i 
De même, la rotation d'angle x autour de la bissectrice du deuxième 
quadrant du plan £ —0, qui coupe la sphère en (o, 7 3] | 
est représentée par la transformation | 


.2—i 
(41) D = — SEE 
et les rotations d'angle x autour des bissectrices des quadrants des 
plans n = 0 et 6 — 0 par 
RS 

(42) RÉ EE TT +1 2° 5 

Les rotations représentées par les homographies (33) à (42) 
sont caractérisées par la propriété de superposer à lui-même le 
cube inscrit dans la sphère, dont les sommets sont les points 


le 1 1 
(+= V3 * Ey3 VE à V3 — ). 

Le transformations (33), (34), (35) correspondent aux rotations 
n/2, x et 3x/2 du cube autour de chacun des trois axes joignant les 
centres de ses faces opposées, les transformations (36), (37). (38). 
(39) aux rotations 2x/3 et 4n/3 autour de chacun des quatre axes 
joignant ses sommets diamétralement opposés et les transforma- 
tions (40), (41), (42) aux rotations x autour de chacun de 6 axes joi- 
gnant les milieux de ses arêtes diamétralement opposées. On y ajoute 
la coïncidence qui laisse invariants tous les points du cube. Il v a 
donc 24 —3xX 3+4 X 2 + 6 + À rotations qui font coïncider 


276 LEÇON 29 


le cube avec lui-même. On démontre facilement (faites-le !) que ce 
sont les seules qui possèdent cette propriété. 

Les transformations (35) plus l'identité sont réunies en une seule 
formule, à savoir 


(43) w=ùz, k=0, 1,2, 3. 


On procède de même pour la deuxième transformation (33), la troisie- 
me et la quatrième transformation (42) et la deuxième transforma- 
tion (34): 

ik 


(44) D——, k—0, 1, 2, O: 
De même, la formule 
(45) wii, k=0, 1, 2, 3, 


définit les premières homographies (42), (36), (34) et la deuxième 
transformation (38); la formule 

(46) w = ii, k=0, 1, 2, 3, 

donne la troisième homographie (34) et les deuxièmes transforma- 
tions (37), (42), (39). La formule 


(47) win, k=0, 1, 2, 3, 


définit (40), la deuxième transformation (36), la première transfor- 
mation (37) et la troisième transformation (33); les premières homo- 
graphies (38), (33), (39) et l’'homographie (41) sont données par la 
formule 
_thS—tI _ 

(48) LU = 1! Fi” k—0, : D 2, 3. 

Le résumé de ces résultats s'énonce sous forme de 

Proposition 4. /l y a exactement 24 rotations qui ramènent un 
cube sur lui-même. Leurs représentations dans le plan C* sont les 
transformations homographiques (43) à (48). O 

On procède de même pour les autres polyèdres réguliers. Un 
tétraèdre est ramené sur lui-même par 12 rotations représentées par 
(43), (44), (47), (48) (pour À — 0, 2) et par (45), (46) (pour À = 1, 3). 
Le groupe des rotations de l’octaèdre coïncide avec celui du cube, 
et les rotations superposant un icosaèdre (ou, ce qui revient au 
même, un dodécaëdre) à lui-même sont au nombre de 60. Les trans- 
formations homographiques correspondantes sont 


y, ER ya HD) ya Us (A+) 
Ds, 2, Coms-tro, —$S tipemepi 
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